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Это цифровая коиия книги, хранящейся для потомков на библиотечных полках, прежде чем ее отсканировали сотрудники 

компании Соо^1е в рамках ироекта, цель которого - сделать книги со всего мира доступными через Интернет. 

Прошло достаточно много времени для того, чтобы срок действия авторских ирав на эту книгу истек, и она иерешла в свободный 

доступ. Книга переходит в свободный доступ, если на нее не были поданы авторские ирава или срок действия авторских ирав 

истек. Переход книги в свободный доступ в разных странах осуществляется ио-разному. Книги, перешедшие в свободный доступ, 

это наш ключ к прошлому, к богатствам истории и культуры, а также к знаниям, которые часто трудно найти. 

В зтом файле сохранятся все пометки, примечания и другие записи, существующие в оригинальном издании, как ттаиомиттапис 

о том долгом пути, который книга прошла от издателя до библиотеки и в конечном итоге до Вас. 

Правила использовапия 

Компания Соо§1о гордится том, что сотрудничает с библиотеками, чтобы иоровссти книги, исрсшодн1ио в свободный доступ, в 
цифровой формат и сделать их широкодоступными. Книги, перешедшие в свободный доступ, принадлежат обществу, а мы лишь 
хранители этого достояния. Тем не менее, эти книги достаточно дорого стоят, поэтому, чтобы и в дальнейшем предоставлять 
этот ресурс, мы иредириняли некоторые действия, иредотвраш^1юпще коммерческое использование книг, в том числе установив 
технические ограничения на автоматические запросы. 
Мы такж:е иросим Вас о следующем. 

• Не исиользуйте файлы в коммерческих целях. 

Мы разработали программу Поиск книг Ооо§1е для всех иа'шзователей, иоэтому исиользуйте эти файлы только в личных, 
некоммерческих целях. 

• Но отправляйте автоматические запросы. 

Не отправляйте в систему Соо§1е автоматп^1еские запросы любого вида. Если Вы занимаетесь изучением систем матнинного 
перевода, оптического распознавания символов или других областей, где доступ к болыному количеству текста может 
оказаться полезным, свяжитесь с нами. Для этих целей мы рекомендуем использовать материалы, перешедшие в свободный 
доступ. 

• Не удаляйте атрибуты Соо§1е. 

В каждом файле есть "водяной знак" Соо§1е. Он иозволяет пользователям узнать об этом проекте и иомо1ает им найти 
дополнительные материалы ири помощи программы Поиск книг Сооё1с. Не удаляйте его. 

• Делайте это законно. 

Независимо от того, что Вы исиользуйте, не забудьте проверить :1ак01Н10Сть своих действий, за которые Вы несете полную 
ответственность. Не думайте, что если книга иерешла в свободный доступ в США, то ее на этом основании могут 
исиользовать читатели из других стран. Условия для перехода книги в свободный доступ в разных странах различны, 
иоэтому нет единых правил, иозволяюшдх определить, можно ли в определенном случае исиользовать определенную 
книгу. Не думайте, что если книга появилась в Поиске книг Соо§1е, то ее можно исиатьзовать как у10дно и 1де угодно. 
Наказание за нарушение авторских ирав может быть очень серьезным. 

О программе Поиск кпиг Сооё1е 

Миссия Соо§1е состоит в том, чтобы организовать мировую информацию и сделать ее всесторонне доступной и полезной. 
Пр01-рамма Поиск книг Соо§1е иомохает пользователям найти книги со всего мира, а авторам и издателям - новых читателей. 
Полиотекстовый поиск ио этой книге молено выполнить иа ст]>аиице [ЬЪЪр ; //Ьоокв . §оо§1е . сош/ 1 
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Между различными изм'Ьняемыми системами существуютъ 
так1я, кинематическ1я свойства которыхъ т*сно связаны съ кине- 
матическими свойствами твердаго тЪла и притомъ такимъ обра- 
зомъ, что всЬ свойства движен1я твердаго т-Ьда являются какъ 
частные случаи кинематическихъ свойствъ этихъ изм'Ьняемыхъ 
системъ. Иныя изъ этихъ системъ им-Ьють важное практическое 
значеше въ механик'Ь, друпя обращаютъ на себя вниман1е бол-Ье 
въ смысл'Ь обобщен1я. Въ обоихъ отношен1Яхъ является инте- 
реснымъ обстоятельное изучен1е такого изм'Ьняемаго тЪла, свой- 
ства движен1Я котораго обнимали-бы собою въ самомъ общемъ ви- 
д* кинематичесшя свойства всЬхъ этихъ системъ, включая сюда 
и твердое т-Ьло. Чтобы остановиться на такой общей систем* 
и не заходить притомъ въ обобщешяхъ слишкомъ далеко, нужно 
отыскать ту существенную особенность вс4хъ упомянутыхъ 
системъ, благодаря которой он4 находятся въ родств* между 
собою, и эту особенность принять за основаше при опред'Ьлеши 
системы самаго общаго вида. Наиболее характерною особенно- 
стью этихъ системъ, какъ съ геометрической такъ и съ аналити- 
ческой стороны, является то обстоятельство, что всякая плоскость, 
составленная изъ точекъ изменяемой системы, остается плоскостью 
во все время движен1Я. Отыскивая систему, движенхе которой 
нич'Ьмъ инымъ кром-Ь этого свойства не было-бы ограничено, 
мы неизб'Ьжно приходимъ къ систем* коллинеарно-изм-Ьняемой, 
и должны принять ее за систему самаго общаго вида, въ кото- 
рой сохраняются всЬ существенныя свойства движен1я какъ твер- 
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даго т-Ьла такъ и однородно-изм'Ьняемой, а въ частности, подобно- 
изм'Ьняемой системы. При дальн'Ьйшемъ обобщен1и всЪ эти 
основныя кицематическ1я свойства уже значительно искажаются 
или теряются; поэтому наше вниман'ю естественно должно оста- 
новиться на изучеши системы коллинеарно-изм'Ьняемой. Кинема- 
тикой этой системы начали заниматься въ недавнее время, оста- 
навливаясь притомъ преимущественно на такихъ свойствахъ, ко- 
торыя вытекаютъ изъ основныхъ началъ синтетической геометрхи. 
Первою по времени статьею, въ которой было обращено внимаше 
на коллинеарно-изм-Ьняемую систему (впрочемъ только двухъ 
изм'Ьрешй), сл4дуетъ считать статью проФ. Лигина: „Обобщешя 
н-Ькоторыхъ геометрическихъ свойствъ движен1Я системъ", 1873 
года ^). Въ этой стать* указывается существован1е мгновенныхъ 
осей и центровъ коллинеарно-изм'Ьняемой системы двухъ изм'Ьре- 
шй. Вигте81;ег ^) подробнее развилъ н*которыя кинемати- 
ческ1Я свойства этой системы и бол-Ье опред'Ьленнымъ образомъ 
выяснилъ отлич1е ея отъ системы однородно-изменяемой, хотя 
имъ не указывается тотъ характерный элементъ деФормащи, ко- 
торымъ коллинеарно-изм-Ьняемая система общаго вида отличается 
отъ однородно-изменяемой системы. Вигте81;ег разсматри- 
ваетъ систему нетолько плоскую но и трехъ изм4решй; вы- 
боръ вопросовъ обусловливается при этомъ по необходимости 
чисто геометрическими прхемами изследованхя и касается преиму- 
щественно частныхъ случаевъ движешя; поэтому мнопе вопросы, 
интересные съ точки зренхя кинематики и главнымъ образомъ 
таше, которые выражаютъ количественныя соотношен1я между 
различными кинематическими элементами, остаются безъ вни- 
машя. 

До сихъ поръ, насколько мн* известно, не существуетъ 
сколько-нибудь полнаго и систематическаго изложен1я кинематики 
коллинеарно-изм1)няемой системы общаго вида; въ то время какъ 
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частный видъ ея — ^система однородно-изм'Ьняемая — изученъ уже 
довольно хорошо, благодаря своему практическому значен1ю 
въ теорш упругости и въ гидродинамике. Настоящее изсл-Ьдо- 
ваи1е представляетъ опытъ такого бол-Ье или менЬе всесторонняго 
и систематическаго изучен1я коллинеарно-изм-Ьняемой системы 
трехъ изм'Ьрен1Й общаго вида, т. е. р4шен1Я относительно ея т^хъ 
главн'Ьйшихъ вопросовъ, изъ которыхъ вообще слагается кинемати- 
ка. Какъ первый опытъ этого рода, онъ конечно не лишенъ мно- 
гихъ недостатковъ и проб-Ьловъ. Иные вопросы только затрону- 
ты, друпе совсЬмъ оставлены въ сторон*, чтобы не увеличивать 
и безъ того большаго объема работы. Мы старались обратить 
вниман1е на тЪ вопросы, которыми кинематика этой системы 
наибол'Ье характеризуется, и дать рядъ Формулъ, могущихъ слу- 
жить для дальнЪйшаго изучен1Я этой системы. 

Некоторые относящхеся сюда вопросы были мною уже напе- 
чатаны въ различныхъ издан1яхъ *); теперь они входятъ въ раз- 
ныхъ отд-Ьлахъ настоящаго сочинен1я отчасти въ пополненномъ 
вид-Ь и въ большей связи между собою. 

Приведемъ главн-Ьйшхе изъ т-Ьхъ вопросовъ, на которые 
обращено внимаше въ настоящемъ изсл'Ьдованш. 

Въ первой глав'Ь разсматриваются элементы, опред-Ьляющхе 
конечное перем^щеше коллинеарно-изм4няемой системы, и дается 
рядъ Формулъ, которыми приходится пользоваться въ дальн4й- 
шемъ. При этомъ определяется геометрическое значеше этихъ 
элементовъ введешемъ въ разсмотр^ше пяти точекъ системы, 
движен1емъ которыхъ вполн* определяется движете всей систе- 
мы. Пять тетраэдровъ, им^ющихъ вершинами последовательно 
четыре изъ этихъ точекъ, даютъ возможность въ простомъ виде 
представить геометрическое значен1е коэФФищентовъ. Въ конце 
главы разсматривается такой частный случай движен1Я, когда 
четыре изъ заданныхъ точекъ неподвижны и следовательно дви- 
жете всехъ точекъ системы определяется произвольно задан- 



^) Сообщетя Харьковскаго Мат. Общ. 1886 г. Варшавск1я УшгЕв. 
Извест1я 1889 г, Сообщешя УШ Съезда Естествоиспытателей 1890 г, 
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нымъ движешемъ одной точки. Этотъ случай, названный Виг- 
те81;ег'омъ однообразнымъ движен1еиъ (ешШ'шх^е Велуе^ип^), 
им-Ьетъ важное отношен1е къ общему случаю двйжен1Я. Въ этой 
глав*, параллельно съ общимъ случаемъ коллинеарно-изм'Ьняемой 
системы, разслатриваются для сравпешя н-Ькоторыя системы бол'Ье 
общаго вида и съ другой стороны частные виды коллинеарно- 
изм'Ьняемой системы: система однородно-изменяемая, подобно- 
изм1)няемая и неизменяемая. 

Вторая глава посвящена разсмотр'Ьн1Ю т^хъ параметровъ, 
которыми определяется деФормащя коллинеарно-изменяемой си- 
стемы. Имея въ виду, что однородно-изменяемая система явля- 
ется частнымъ видомъ системы коллинеарно-изменяемой, мы ста- 
рались определить тотъ элементъ деформащи, которымъ послед- 
няя система отличается отъ первой. Это привело къ разсмотре- 
шю особаго параметра деФормащи, названиаго нами раздвига- 
Н1емъ. Оказывается, что это раздвигайте, если его надлежащимъ 
образомъ измерять и изображать графически, обладаетъ темъ же 
свойствомъ, какъ и мнопе друпе кинематическте элементы, 
а именно, можетъ быть разлагаемо по координатнымъ осямъ и во- 
обще подчиняться закону геометрическаго сложен1я. Этимъ 
элементомъ деФормащи и отличается коллинеарно-изменяемая си- 
стема общаго вида отъ указанныхъ выше частныхъ ея видовъ. Да- 
лее разсматривается составное перемещеше коллинеарно-имзеняе- 
мой системы и отыскиваются наиболее интересные частные слу- 
чаи этого составнаго движенхя, именно таше, въ которыхъ законы 
сложен1я элементовъ движешя представляются въ наиболее про- 
стомъ виде. Наиболее интересными представляются намъ ре- 
зультаты, касающ1еся сложен1я двухъ чистыхъ раздвиган1Й. Раз- 
двиган1я съ общимъ центромъ слагаются, какъ сказано выше, по 
закону геометрическаго сложешя, а раздвиган1Я параллельныя 
слагаются какъ угловыя скорости около параллельныхъ осей. 
Кроме того при сложеши перемещен1Й обращено внимаше на вл1я- 
ше, которое оказываетъ порядокъ двухъ последовательныхъ ко- 
нечныхъ перемещешй на окончательное положен1е системы, и ука- 
зываются те случаи, когда вл1яше порядка перемещен1Й исче- 
заетъ. 






Третья глава им-Ьеть своимъ предиетомъ изучен1е скоростей 
и въ особенности распред'Ьден1я скоростей въ систем*. Харак- 
тернымъ для коллинеарно-пзм'Ьняемой системы параметромъ ско- 
ростей является скорость раздвиганхя, которая, какъ мы показы- 
ваемъ, измеряется геометрическою производною раздвиган1я, 
разсмотр^ннаго въ предыдущей глав**. Переходя потомъ къ йзу- 
чешю распред'Ьлен1я скоростей, мы исходимъ изъ розыскан1Я та- 
кихъ плоскостей, которыя перем'Ьщаются въ безконечно-малый 
элементъ времени параллельно самимъ себ*, и въ частности та- 
кихъ плоскостей, прямыхъ лиши и точекъ системы, которыя со- 
храняютъ свое положен1е въ течеше безконечно-малаго элемента 
времени. На существован1е ихъ имеются указан1Я у Вигте- 
81;ег'а (а д.1я плоской системы еще раньше у Лигина), неза- 
висимость ихъ отъ коэФФищентовъ въ уравненгяхъ движен1Я и вы- 
текаюнце отсюда законы, которымъ подчиняется распред'Ьлен1е 
скоростей въ общемъ случа'Ь движенхя коллинеарно-изм'Ьняемой 
системы, не были, насколько намъ изв'Ьстно, раньше изучаемы. 
Въ виду этого мы считали нужнымъ посвятить этому вопросу зна- 
чительную часть третьей главы. Притомъ-же эти вопросы, можетъ 
быть бол-Ье всЬхъ другихъ, служатъ для характеристики движен1я 
системы. Въ конц'Ь этой главы разсматривается вопросъ о ско- 
ростяхъ въ составномъ движен1И, главнымъ образомъ для т'Ьхъ 
случаевъ, когда въ опред^леше скоростей входитъ скорость 
раздвиган1я; при этомъ разсматривается то вл1яи1е, которое ока- 
зываетъ на скорости перенесенхе всЬхъ кинематическихъ цен- 
тровъ въ одну общую точку; посл'Ь чего уже вопросъ о сложенш 
скоростей является въ весьма простомъ вид*. Въ заключеше 
определяются условхя, при которыхъ сложен1е чистаго раздвига- 
Н1Я съ движен1емъ системы какъ однородно-изменяемой даетъ 
опять чистое раздвиган1е. 

Въ четвертой главк говорится объ ускорен1яхъ въ движенхи 
коллинеарно-изм4няемой системы, и это ускореше разлагается на 
простейш1е составные элементы. По отношен1ю къ т4мъ элемен- 
тамъ ускорен1я, которые зависятъ отъ движенгя системы какъ 
однородно-изменяемой, указываются некоторыя поправки, ко- 
торыя, по нашему мнен1ю, нужно сделать въ Формулахъ 
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Виггапйе'а, изучавшаго ускореше однородно-изм'Ьняемой си- 
стемы ^). 

Накопецъ пятая глава состоитъ изъ трехъ дополнительныхъ 
статей и занимается главпьшъ образохмъ вопросомъ о лишяхъ 
огибаемыхъ и въ особенности о такихъ лишяхъ, которыя 
при движешп системы сами себя огибаютъ (лиши тока). По чи- 
слу плоскостей, которыя при безконечно-маломъ перем'Ьщенш 
кэллинеарно-изм^няемой системы не изм'Ьняютъ своего положе- 
ния, самоогибаемыя лин1и въ этихъ плоскостяхъ разделяют- 
ся на два различныхъ типа. Сообразно съ этимъ приводятся 
диФФеренц1альныя уравнен1я этихъ кривыхъ и интегралы этихъ 
уравненхй; поел* чего изсл^Ьдуется общ1Й характеръ этихъ кри- 
выхъ для двухъ указанныхъ случаевъ. КромЬ того для этихъ 
двухъ случаевъ самоогибаемыя лиши вычерчены, конечно при 
н-Ькоторыхъ частныхъ значен1яхъ параметровъ движешя. Отно- 
сительно этихъ вопросовъ у Вигше81;ег*а*) имеется только 
краткое указан1е или в-Ьри-Ье предположеше, что въ случа* су- 
ществовашя на плоскости одного д-Ьйствительнаго центра скоро- 
стей самоогибаемыя лиши будутъ спиралями; но опред'Ьлешя ха- 
рактера этихъ спиралей у него не делается, безъ чего нельзя 
о нихъ составить себ-Ь представлешя, и вообще изсл-Ьдованья са- 
моогибаемыхъ для различныхъ случаевъ общаго движешя колли- 
неарно-изм*няемой системы мы нигд* не встречали. Дв* друг1Я 
статьи, ВХ0ДЯЩ1Я въ последнюю главу, играютъ въ изсл-Ьдоваши 
коллинеарно-изм-Ьняемой системы второстепенную роль. Въ первой 
изъ нихъ разсматривается распред*леше объемнаго расширешя для 
этой системы, а во второй стать'Ь даются Формулы, могуЩ1Я слу- 
жить для изучешя деФормац1И поверхности, принадлежащей кол- 
линеарно-изм-Ьняемой систем*, и д-Ьлаются два маленькихъ прило- 
жешя этихъ Формул ъ. 

Въ н-Ькоторыхъ случаяхъ р-Ьшенхго вопросовъ въ приложен1И 
къ коллинеарно-изм-Ьняемой систем* мы предпосылали общ1я раз- 



^) Аппа1е8 8С^еп1^й^ие8 йе ГЕсо1е Nо^та1е, 2-те зепе, 3. 
2) гейвсЬпЙ I Ма*Ь. ипй РЬуе. В. XX. 
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сужден1Я, приложивяыя ко всякой изм-Ьняемой систем*. Главнымъ 
образомъ это сделано по отношец1Ю къ такимъ вопросамъ, кото- 
рые или сравнительно р-Ьдко затрогиваются въ кинематик*, или, 
когда общ1Я разсужден1Я могутъ помочь выяснен1Ю свойствъ кол- 
линеарно-изм'Ьняемой системы. 

Им-Ья въ виду постоянно общ1Й случай движен1Я коллинеарно- 
изм-Ьняемой системы, мы т-Ьмъ не мен-Ье считали нужнымъ, чтобы 
не нарушать целости изложен1Я, привести н-Ькоторые изв'Ьстные 
уже результаты, касающ'юся системы однородно-изм-Ьняемой, такъ 
какъ элементы деФормащи этой системы входятъ въ составъ де- 
Формащи коллинеарно-изм-Ьняемой системы общаго вида. Исклю- 
чен1е этихъ вопросовъ сд'Ьлало-бы поневол* изложен1е бол'Ье 
отрывочнымъ. 

Мы не приводимъ отдельно полнаго списка статей, относя- 
щихся къ настоящей работ*, потому-что по кинематике колли- 
неарно-изм-Ьняемой системы общаго вида т* немнопя работы, ко- 
торыя существуютъ, указаны въ соотв'Ьтственныхъ м-Ьстахъ со- 
чинешя. Литература-же, касающаяся однородно-изменяемой си- 
стемы, довольно обширна, но имЪетъ лишь косвенное отношеше 
къ нашему изсл^довашю. Притомъ-же эта литература была при- 
ведена мною въ „Кинематике под6бно-изм4няемой системы двухъ 
измерен1Й''; поэтому теперь остается сообщить только дополни- 
тельный список^ рабогт отчасти тамъ пропущенныхъ, а отча- 
сти появившихся въ самое последнее время. Вотъ эти работы, 
расположенныя въ хронологическомъ порядке. 
Вышнеградскгй. О движен1И системы матер1альныхъ точекъ, опре- 
деляемой полными линейными диФФеренщальными уравне- 

шями. Дисс. 1854 г. 
Рагпьагп. Ыо1;е виг 1а 1;гап81огшайо11 Ьошо^гарЫдие. Шит. 

Апп. (2) IX. 1870. 
Ашгдиез. Ее1а1;10п еп^ге 1е8 УоЫтв согге8ропс[ап1;8 (1е йеих 

%иге8 11ошо^гарЫдие8. Копу. Апп. (2) ХП. 1873. 
КогЫгоед. ПеЪег еЫ^е Ап^еийип^еп йег АШпхШ. ХекзсЬгШ 

^. Ма*Ь. п. РЬу8. 1876. 
Мекшке. ПеЪег Ше СгезсЬтпШ^кекеи ЬеиеЫ^ег Огйшш^еп 

аЬписЬ-уегапйегисЬег 8у81:ете. СЬ'Шп^ешепг. В. 29. 1883. 
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АгЫ. Рго^гатт Лее Сгутпаашшй ги Еескип^вЬаивеп. 1884 

и 1886 г. (о подобно-изи. и др. системахъ). 
ШсоЫ. Три статейки о частномъ случа'Ь движенхя подобно-изм'Ь- 

няемой системы. Ничего новаго въ себ'Ь не содержать. 

Мойепа Мет. 2 сер1Я, т. I. 
ЖеиЪегд. РгосеесИп^в о^ Ле Ьопйоп МаШ. 8ос1е1;у. 1885 

• (частные случаи движешя подобно-изм. системы). 
РогшепЫ. Вшашхса йе! 8181;ет1 сЬе 81 гаиотопо соп8ег\апйо81 

81тШ а 86 8*6881. ЬошЪ. Еепй. XIX. 1886. 
Бобылева. Гидростатика и теор1Я упругости. 1886 г. 
1ЬЪеиоп. МаЙ1. Леогу о^ е1а81;1С11;у. 1887 г. 
Вигшевиг. Кшетайк. 3-й выпуске. 1888 г. 
Зейлигерь. Механика подобно-изм-Ьняемой системы, вып. 1-й. 

1890 г. 

28 Августа 1890 г. 



ГЛАВА I. 

Элементы, опред^ляющ1е движен1е коЛс1инеарно-и;^м1[;няемои си- 
стемы и ея частныхъ видовъ. 



I. ДВИЖ6Н16 ноллинбарно-из111%няб1110й системы самаго общаго ви- 
да опред'Ьлябтся бдинственнымъ услов1емъ, чтобы всякая плоскость^ 
составленная йзъ точекъ этой системы, во все время движен1я оста- 
валась плоскостью. 

Пусть будутъ въ прямолинейныхъ координатахъ 



а?=/1 (ау Ъ, с, г) ] 

У =/2 Г«, Ъ, с, г) (1) 

2=/з Г«; *; С; г) ] 



уравнен1я, опред'Ьляющ1я координаты ж, у, г какой-нибудь точки систе- 
мы въ момвнтъ I по ея координатамъ въ н'ЬкоторыЁ начальный мо- 
ментъ, и 

« = ?1 {^У У; 25; г) \ 

Ь = 92 (^^ у 7 ^У ^) \ (2) 

С = ?3 (^7 У, ^7 ^) } 

уравнен1я, опред'Ёляющ1я обратно начальное положен1е точки по ея поло- 
жешю въ моментъ I. Плоскость 

Ка•\-и>^Мс^\-N = О, (3) 

проведенная въ систем* въ ея начальпомъ положенш, обращается въ мо- 
ментъ ^ въ следующую поверхность: 

К ф! (Ху у, г,г)'^Ь ср2 (ху у, х,Ь) + М фз (^, у, ь^) + N=0. 
По опред*лен1Ю, данному коллинеарно-изм-Ьняемой систем*, эта поверх- 
ность во всякое время должна оставаться плоскостью, и это должно 

Бинематижа. 1 



им4ть м*сто, каковы-бы не были заданныя значен1я коэффищентовъ Ку 
Ь, Ми Ж, Это возможно только въ томъ случа*, если функщи ср, , 
^2 » ?з будутъ отношениями трехъ линейныхъ функцШ отъ координатъ 
къ одной и той-же четвертой тоже линейной функцш; т. е. мы должны 
принять: 

Хж+[Ау + У2; + 1 



(4) 



а 






с 



Какъ известно, въ этомъ елуча* и обратно координаты х, у, % 
выражаются черезъ а, Ь, с функщями такого-же вида; т. е. 



(5) 



X 



У =^ 



^ 



А^ а^^В^Ъ + С^с^Р^ ; 
а« + Р& + 7^ + 1 



Между коэффищентами въ формулахъ (4) и (5) будутъ при этомъ 
существовать слйдующ^я зависимости. Если означить определитель 
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Въ этихъ формулахъ коэффиц1енты ^^ , ^5^ , А , а, (3, у 

могутъ быть какими угодно непрерывными функц1ями времени, удовле- 
творяющими лишь условно, чтобы при 

выражен1я, стоящ1Я во вторыхъ частяхъ формулъ (5), обращались въ а, 
Ь, с, т. е., означая значкомъ О начальный значен1я коэффищентовъ, мы 
должны им1^ть 

«о = О, ро = О, То = О 
^10 = О, Б,о = О, (7,0 = О, Ао = О 
Ао = О, Б,о = 1, С,о = О, Ао = О 

-^30 = о, Лзо = 0; Сзо = 1; -Озо = О 

Зам-Ьтимь себ* еще сл'Ьдующ1я тожества, который будутъ намъ по- 
лезны въ дальн'Ьйшемъ и который получаются, если въ (5) вместо а, Ь, 
с подставить ихъ выражешя изъ (4), иди если въ (4) вместо х, «/, 2 
подставить ихъ выражен1я изъ (5): 

а^^1+ Р^2 + Т^з + Н^ = 

«<?1+Р<?2 + Т^З+ V=0 



I 



(12) 



(13) 



А,Е, + В,Е^ + С,Е^ + АХ = аЯ1 + рЯ, + Т^з + 1 
^4(?. + В» ©2 + С7,(?з + Ау = О 

Л А + А А + <^1^з + А =0 

ЛА + А^2 + с^^ь + А^ = о 

ЛА + АА + <^2^з + А(* = «А + РА + т А + 1 

л, А + ^2<?» + <?а^з + АV = о 

^А + А А + <?2 А + А = о 

Л А + А А + Сз А + АХ = о 

^А + АА + С-з А + А!* = о 

Л А + А А + А А + АV = «А + РА + тА + 1 

ЛА + АА+АА + А =0 



(14) 



(15) 



(16) 



(17) ХВ, + 11В, + уБз + Р=0 



(18) 



I 



(19) 



(20) 



^5, А + 2^,2>, + ел + я, =0 

Е^А^ + ^^.^2 + б^гЛ + Я^ а =0 
Е,С, +Е,С,+ (?,(7з+ Я,т =0 

^2^ + ^2А+ ^2А + Я^ =0 

^Бз^, + Е,А, + (^3^3 + Яза = О 
^;з5, + 2^3^,+ 6?зЯз + Язр =0 
^зС^! +.2^зС;+взС'з + Язт= XА + [^^А + VА + 1 

^зА +^3^2+ <?ЗА+ Яз =0 



Ером* того, складывая т* изъ уравнешй (14), (15) и (16), вто- 
рыя части которыхъ не равны нулю, находимъ : 

(21) аЯ, + РЯ, + уЯз = ХА + 1^0^ + VА 

Изъ основнаго свойства коллинеарно-изм*няемой системы сд'Ьдуетъ, 
что всякая прямая литя, составленная изъ ея точекъ, остается во 
время движенья прямою, потому- что точки такой прямой могутъ быть 
разсматриваемы какъ точки, лежащ1я во все время движен1я на двухъ 
плоскостяхъ. 

Алгебраическая поверхность не измтьняетз своего порядка при 
движенш системы. Такимъ образомъ напр. поверхность втораго порядка 
остается при всякомъ движенш системы поверхностью втораго порядка. 
При этомъ впрочемъ видъ этой поверхности можетъ измениться, т. е. 
напр. эллипсоидъ можетъ превратиться въ гиперболоидъ или обратно; 
цилиндръ можетъ обратиться въ гиперболоидъ или въ конусъ и т. п.; 
потому-что коэффищенты А^ ,А ... ^3» ^» Р> Т» которые будутъ вхо- 
дить въ уравнен1е поверхности, могутъ быть какими угодно функщями 
времени. 

Полагая въ формулахъ (5) для всЬхъ точекъ системы с равнымъ 
нулю и выражая услов1е, чтобы во все время движен1я для всЬхъ точекъ 
;? было равно нулю, мы получлмъ 



^^ Лд+Д.ь + А 

_ ^,а + Вф + А 

^ ~ аа + рб +1 

уравненгя движенья оглаской коллипеарно-измтняемой системы, 

2. О коллинеацЫ и прим^ръ коллинеарно-изм^няемой системы. 

Назван1е „коллинеарно-изм'Ьияемая система" происходить отъ сло- 
ва „коллинеащя" (СоШпеа^юп), даннаго первоначально МбЫив'омъ 
для двухъ соотвЬтствующпхъ другъ-другу плоскихъ фигуръ, который 
удовлетворяютъ услов1Ю, чтобы тремъ точкамъ одной фигуры, располо- 
женнымъ по прямой лин1и, въ другой фигур* соответствовали три точки, 
тоже расположенный по прямой лин1и. 

Съ цонят1емъ о коллинеацш связано также следующее представле- 
нье изъ проективной геометрш. Пусть будутъ М ж N дв-Ь плоскости и 
/$? точка, не лежащая ни на одной изъ нихъ. Принимая эту точку за 
центръ проекц1й и проектируя изъ нея какую-либо фигуру, начерченную 
въ плоскости М, на плоскость N. мы получимъ новую фигуру, которая 
и будетъ коллинеарною по отношен1ю къ первой. Точки этихъ двухъ 
фигуръ, лежашдя на одной и той-же проектирующей прямой, называются 
соотвгьтственными, а самыя фигуры коллинеарпыми и проективио- 
расположенными. Въ разсмотриваемой нами изменяемой систем* вся- 
кая плоская фигура остается постоянно коллинеарною самой себе, при- 
чемъ два положенья такой фигуры, вообще говоря, не расположены 
проективно другъ-къ-другу. 

Чтобы показать, что уравнен1я движешя коллинеарно-изм-Ьняемой 
системы удовлетворяютъ упомянутой проективной зависимости, означимъ 
координаты точекъ одной фигуры (М) черезъ а, Ь, с, а координаты со- 
ответственной точки коллинеарной ей и проективно-расположенной фи- 
гуры (Ж) черезъ гг/, ?/, г\ наконецъ координаты центра проекщй а§^ черезъ 
^, У], С. Тогда мы имеемъ очевидно зависимости ' 

х^ — $ _ У— 7] г! — ^ 

а — $ Ь — 7] с — С 

Принимая во вниманье уравнеше плоскости 



въ которой фигура (N) находится, и выражая х', у\г^ черезъ а, Ь, с, 
мы получимъ формулы такого-же вида, какъ формулы (5). Означивъ 
черезъ Ху у, г координаты точекъ фигуры (Щ^ когда она не расположе- 
на проективно по отношен1Ю къ фигур* (М), мы будемъ им-Ьтб между 
этими координатами и координатами х% у', г' линейный зависимости, 
такъ какъ эти зависимости будутъ не ч'Ьмъ инымъ, какъ формулами пре- 
образован1я координатъ. Отсюда елЬдуетъ, что и координаты х, у, г 
будутъ съ координатами а^ Ъ, с связаны формулами такого-же вида, ка- 
кой им*ютъ формулы (5). 

Какъ прим'Ёръ коллинеарно-изм-Ёняемой системы, можно привести 
такую систему точекъ, въ которой эллипсоидъ 



^2 7,2 ^2 

(22) 7^ + ;;г^ + ;;^- = 1 

при какихъ угодно значен1яхъ I, ш, п, вытягиваясь по оси г, переходитъ 
въ параболоидъ, а потомъ въ однополый гиперболоидъ. Действительно, 
такой деформац1и можно удовлетворить формулами 

а Ъ с 

^ = '. — тг , У = 



1—Ыс' 1 — Ыс' 1 —Шс 

гд* к постоянная величина. Определяя отсюда а, Ь, с ж подставляя 
ихъ въ уравнеше (22), мы получимъ следующее уравненье поверхности 









Изм-Ьняя ^ отъ О до оо , мы будемъ сначала получать эллипсоиды; 
въ моментъ 

кп 

эллипсоидъ обратится въ параболоидъ, а при дальнМшемъ изм*ненш 
времени этотъ параболоидъ перейдетъ въ однополый гиперболоидъ. При 
этомъ ВС* точки, лежащ1я въ плоскости (ху), будутъ оставаться непод- 
вижными; а точки, у которыхъ начальная координата 

_1 
въ соответственный моментъ будутъ находиться въ безконечноети. 



3. 0бобщбН1е ноллинеарно-изм'Ьняемой системы. 

Коллинеарно-изм*няемая система предетавляетъ собою частный 
видъ системы, движен1е которой въ прямолинейныхъ координатахъ 
определяется уравнен1ями: 



X 






_ А^а^Вф + С^с-\-Р^ .^^ 

гд* а, Ъу с начальныя координаты д^ х, у, г координаты той-же точки 

въ моментъ Ь }и А^, В^, 1)з , а, , . . . Уз как1я-нибудь функцш 

времени. 

Траектор1и точекъ въ движен1и этой системы могутъ быть весьма 
разнообразны, но движете и деформац1я системы характеризуются всег- 
да сл'1&дующими двумя свойствами: 

1) Зависимости (23) однозначный; поэтому каждой точк* (а, Ъ, с) 
соотвйтствуетъ всегда только одна точка (х, у, г) и наоборотъ. 

2) Точки, принадлежавш1я первоначально плоскости, образуютъ 
во время движен1я поверхность третьяго порядка, какъ это можно ви- 
д-Ьть, исключивъ а, 6, с изъ уравненШ (23) и изъ уравнен1я плоско- 
сти (3). 

Если взять подобную-же зависимость въ пространств* двухъ изм*- 

решй, т. е. 

_ А^а 4- В^Ь^ А 

' ^ а^а + р^Ь + Х ' 

то она опред*литъ собою такую плоскую изменяемую систему, въ кото- 
рой прямая литя превращается въ коническое сечен1е, которое будетъ 
притомъ всегда гиперболой. Действительно, опред*ливъ изъ уравне- 
нШ а и Ь: 



(а,рг — а4р1)жу+(^Р1 — ^В^а^ж+СБ^а, — Л,ра;2/+^|-Вз1— Л-Вх' 
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И подставивъ въ уравнен1е прямой 

получимъ уравнеше гиперболы. Такую систему можно поэтому назвать 
гиперболически-измгьняемою '). 

Зависимости бояЫ общаго вида, 

могутъ дать, при соотв-Ьтственномъ подбор* коэффищентовъ, системы: 
эллиптически-излиьняемую, параболически-измтьняемую, а въ част- 
ности, циклически-измтняемую^) (Кге18Уепуап(11;8сЬай;). 

Во всЬхъ этихъ системахъ теряется основное свойство, связываю- 
щее ихъ съ твердымъ т-Ьломъ и однородно-изменяемою системою: не 
изменяемость плоскостей, проведенныхъ въ систем*. Вм^ст* съ этимъ 
теряется значительная доля интереса къ изучен1ю такихъ системъ. Мы 
будемъ поэтому въ дальнейшемъ ограничиваться изучешемъ системы 
коллинеарно-изменяемой, кинематику которой можно разсматривать какъ 
наибольшее возможное обобщеше кинематики твердаго т^ла и однородно- 
изменяемой системы, при которомъ основный кинематическ1я свойства 
этихъ телъ еще сохраняются. 

4^ Частные виды коллинеарно-изм'Ьняемой системы. 

Коллинеарно-изменяемая система обладаетъ свойствомъ, которое не 

можетъ быть присуще какому-либо действительному телу въ природе, 
если размеры и положен1я этого тела не предполагать определеннымъ 
образомъ ограниченными: а именно, некоторый ея точки, находивш1яся 
въ начальный моментъ на конечномъ разстоян1и отъ начала координатъ, 
удаляются въ конечный промежутокъ времени въ безконечность; и обрат- 
но, точки, находивш1Яся въ начальный моментъ на безконечности, мо- 
гутъ въ течен1е конечнаго промежутка времени приблизиться на конечное 



^) Зависимость между двумя системами точекъ, выражаемая урав- 
нешями (24), была указана еще МоЪшз'омъ („Вагусеп1п8сЬе8 Са1си1") и по- 
томъ Ма^иа'омъ (^. СгеИе, 8) и приложена къ решешю некоторыхъ 
вопросовъ геометрш. 

^) Движете последняго рода системы было отчасти изучено Впг- 
ше81ег'омъ (ЗсЫотЦсЬз ^еНвсЫ^й Г. МаШ. и. РЬ. В 20). 
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разстоян1е отъ начала координатъ. Это видно прямо изъ формулъ (5): 
всЬ точки, начальный координаты которыхъ удовлетворяютъ уравнен1ю 

причемъ а, р, у суть т* значен1я этихъ функц1й, которыя соотв^тству- 
ютъ моменту ^, — • приходятъ въ этотъ моментъ въ безконечность. Точ- 
но такъ-же формулы (4) ноказываютъ, что точки, лежащ1я въ данный 
моментъ въ плоскости 

нахорлись въ начальный моментъ въ безконечности. 

Для того, чтобы этого не могло случиться, необходимо, чтобы ко- 
ординаты «; &; с въ знаменателяхъ формулъ (5) не содержались; т. е. 
эти знаменатели должны быть постоянными величинами. Мы можемъ 
ихъ тогда считать равными единиц*, т. е. разсматривать уравнен1я: 

у=А^а+В^>^ С,с+ А (25) 

Подобныя-же разсуждешя могутъ быть отнесены и къ плоской кол- 
линеарно-изм'Ьняемой систем*. Для нея получаются тогда формулы: 

у==А,а + В,Ъ+В^. ^- ^^^^ 

Изменяемая система, движен1е которой определяется формулами 
(25) или (26), называется одиородио'измтьияемою или аффинно-измп- 
няемою (аШп-тегапДегисЬ). Мы будемъ для нея удерживать первое 
назван1е ^). 

Существенное отлич1е этого частнаго вида коллинеарно-изменяемой 
системы отъ общаго состоитъ въ томъ, что въ этой систем* нетолько 
всякая плоскость или прямая лин1я остаются плоскостью или прямою 
лин1ей во все время движен1я, но кром* того всяк1я дв* принадлежащ1я 
систем* плоскости или прямыя лин1и, бывш1я въ начальный моментъ па- 
раллельными между собою, во все время движен1Я остаются параллель- 
ными, что впрочемъ не мЬшаетъ изменяться ихъ общему направлен1ю. 



^) Проективная зависимость, называемая Д^гпгШ, есть тотъ част- 
ный случай коллинеащи, когда центръ проекцш /§ удаляется въ безко- 
нечность. 
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Представимъ се.б* дв'Ь плоскости, П1)ипадлежащ1я коллинеарпо-изм-Ьняе- 
мой систем Ь, въ ихъ начальномъ положенш и пусть будутъ (3) и 

(27) Ка-\-П)-^Мс.^К'=0, 

ихъ уравнен1я. Чтобы подучить уравнения этихъ плоскостей въ мо- 
ментъ ^, мы должны исключить а, Ъ, с изъ уравиен1П (5) и (3) или изъ 
уравненш (5) и (27). Для этого подставимъ а, Ь^ с изъ уравненШ (4) 
въ уравнешя (3) и. (27). Это дастъ уравнен1я 

К(Е^х^Ъ\у^а^г^Н^)-{-Ь(Е^х^Е^-^Г^'1^'^Н^ 

Угловые коэффищенты этихъ плоскостей зависятъ отъ N и N' толь- 
ко въ томъ случа*, если X, |х, V не равны нулю. Если-же система 
однородно-изменяемая, то а, [3, у равны нулю и сл'Ьдовательно, по фор- 
мул^Ь (7), и Х, {X, V равны нулю. 

Изъ указаннаго свойства однородно-изм'Ьняемой системы сл'Ьдует'Ь, 
что всяк1й параллелепипедъ, принадлежащш этой систем-Ь, во все время 
движен1я будетъ оставаться параллелепипедомъ, параллелограммъ — па- 
раллелограммомъ и т. д. 

Приведенное выше свойство алгебраическихъ поверхностей колли- 
неарно-изм^няемой системы, — что порядокъ поверхности не м1Ьняется, — 
будетъ им-бть м^сто и въ приложен1и къ однородно-изм'Ьняемой систем*. 
Но при этомъ замкнутая поверхность не можетъ въ конечный промежу- 
токъ врбмени распространиться въ безконечность или обратно; такъ-что 
напр. эллипсойдъ всегда останется эллйпсоидомъ; точно такъ-же всл^д- 
ств1е параллелизма цилиндръ останется цилиндромъ и т. д. 

Замйтимъ еще сл1^дующее свойство однородно-изменяемой системы, 
поясняющее ея названге: во всЬхъ точкахъ прямой, произвольно прове- 
денной въ системе. коэффиц1ентъ лпнейнаго удлинен1я этой прямой одинъ 
и тотъ-же. Пусть будутъ 

с = та -|- п 

уравнен1я прямой въ пачальномъ положен1И системы и 

«2 ^1 

Ь^ — Ь^ = к(а^ — а^) 
с^ — 01= т (а^ — (^х) 
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проекц!!! на координатныхъ осяхъ произвольно взятаго на ней отр-Ьзка. 
Поел* перем'Ьщен1я эти проекц1И будутъ им-^ть величины 

^г — -^'1 = ^1 (^г — ^0 + А Фг — \) + С^ (^2 — <^0 
Уг — У^ = Мг + ^-'^2 + ^*^) Г«2 — «1^ 

^2 — ^1 = Мз + ^^3 + ^^\) («2 - - ^0 • 

Такимъ образомъ первоначальная длина отрезка 
обращается поел* перем'Ёщен1я въ 

I = //(Л,+АА+^с^^+(Л+^^^2+т^у^+(Л+А:^^з+^^^ («2-«1) 

Откуда видно, что отношен1е - не зависптъ отъ координатъ концовъ 

отрезка, следовательно не завнситъ отъ его длины. 

Прим'Ьромъ однородно-изм'Ьняезюй системы можетъ служить такая 
система, въ которой эллипсопдъ, составленный изъ ея точекъ, во все 
время движешя остается эллипсопдомъ, конфокальнымъ съ первоначаль- 
нымъ, а всЬ точки его двигаются нормально къ его поверхности. ДМ- 
ствительно, пусть будетъ (22) уравнен1е эллипсоида въ начальный мо- 
ментъ. По прошествш времени I этотъ эллппсоидъ превратится, согласно 
первому изъ вышеприведенныхъ услов1Й, въ сл-Ьдующхй: 

причемъ X можетъ быть какою-угодно функц1ею времени, удовлетворяю- 
щею услов1ю, чтобы пи одинъ изъ знаменателей въ (28) не делался от- 
рицательнымъ. Второе услов1е можетъ быть такъ выражено: 

Лх X ^У 1 V ^^ ь ^ 

Для опред'Ьлен1я к, продифференцируемъ уравненхе (28) по X: 

(X их у йу 25 йг\ 

[Ту 11^ 2 П1 

{Р + Х)2 + (т* + Х)'« + (п'^ + ХзО "^ '* • • ■ 



I 
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Подетавляя сюда производныя координата изъ формулъ (29), находимъ 

поэтому интегрирован1е формулъ (29) даетъ: 



Постоянныя интегрирован1я определятся изъ услов1Я, что при ^ = О , 
т. е. при X =• О , X, у, X обращаются въ а, Ь, с, Такимъ образомъ 

а == Н^ , Ъ = Н^ш у с = Н^п 
и поэтому окончательно 



X = т- ^ ^ V = ' ^^ 2 = ! ^* 

I ^ Щ П 

« 

Мы видимъ такимъ образомъ, что разсматриваемая система — однородно- 
изменяемая. 

Подобно-изм1ьняемая и тизмтьняемая системы. Изменяемая 
система, въ которой всякая фигура, изъ ея точекъ составленная, остается 
подобною самой себе и которая поэтому можетъ быть названа подобно- 
измгьняемою системою, можетъ быть разсматриваема какъ частный 
случай коллинеарно-изменяемой системы, такъ какъ въ ней очевидно 
всякая плоскость остается плоскостью во все время движен1я. Подобно- 
изменяемая система есть вместе съ темъ частный случай системы одно- 
родно-изменяемой; потому-что при движеши подобно-изменяемой систе- 
мы очевидно ни одна точка, находившаяся въ начальный моментъ на ко- 
нечномъ разстоян1и отъ начала координатъ, не можетъ въ конечный 
промежутокъ времени удалиться въ безконечность, если только при этомъ 
все коэффищенты въ числителяхъ формулъ (5) остаются конечными. 

Поемотримъ, какимъ добавочнымъ услов1ямъ должны удовлетворять 
коэффищенты въ формулахъ (25) для того, чтобы эти формулы опреде- 
ляли движен1е подобно-изменяемой системы. Очевидно, мы удовлетво- 
римъ условш подоб1я, если выразимъ услов1е, что отношен1е разстояшя 
между двумя точками системы въ моментъ ^ къ разстоянш между этими 
точками въ начальный моментъ равно одной и той-же величине, где-бы 
эти точки въ системе ни были взяты. Пусть будутъ а,, 6,, с, иа^^ Ъ^, 
с^ координаты двухъ точекъ системы въ начальный моментъ, ^^^ , у^, г^ 
и х^ у У2} ^2 — координаты этихъ точекъ въ моментъ ^ \х Е отношение 
между разстоян1ями этихъ двухъ точекъ въ моментъ ^ и въ начальный 
моментъ. Тогда вышеуказанное услов1е будетъ состоять въследующемъ: 



— 13 — 
иди, если принять во вниман1е формулы (25), 

По предположенш эта зависимость должна еи^ль м1^сто для всякнхъ 
двухъ точекъ системы, т. е. при всякихъ значешяхъ координатъ а^, Ъ^, 
с,, а, , 6, , с, ; это можетъ быть только въ томъ случа*, если 

А*+А^+^з^=^, (30) 

(7,^,+ (7А+;С'зЛ=0 (31) 

Легко видеть, въ чемъ состоитъ геометрический смыслъ этихъ 

УСЛ0В1Й. Как1я-бы ни были значен1я коэффиц1ентовъ А^у В^у С^, 

если только они удовлетворяютъ уравнешямъ (30) и (31), мы всегда 
можемъ положить: 

А^=^Есо8а^, В^^=Е С08 ^^у С^^=Е соз -^уу 

А^=^Е С08 а^у В^ = Е сов р^ ; С^=^Есо8 -^2 , (32) 

А^^=Есо8(Х2у В^=Е со8^^ у С^=Е С08 ^^. 

Следовательно, мы можемъ принять, что (А^ ^В^ С^), (А^ В^ С^) 
и (А^ ^Вз С^) суть проекщи трехъ линШ одинаковой длины 1^ на 
осяхъ координатъ. Формулы (31) выражаютъ тогда очевидно услов1е, 
что эти три лин1и взаимно перпендикулярны. Назовемъ ихъ направле- 
шя черезъ X, У, ^ и предположимъ, что он* проведены изъ той точки 
системы, которая совпадаетъ въ начальный моментъ съ началомъ коор- 
динатъ. Легко вид*ть, что въ этомъ случа'Ь самыя лин1и X, У, 2 бу- 
дутъ въ начальный моментъ совпадать съ осями координатъ; потому-что 
на основанш формулъ (12) и принимая во внимаше, что при ^ = О бу- 
детъ -Е^ = 1, мы должны им^ть для начальнаго момента; 
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С08 а^ = 1; С08 р^ = 0; С08 ^1 = о, 

С08 «2 = о, сов ^2 = 1; <^08 ^2 = О, 

С08 аз = о, С08 рз = 0; ^^^ Тз = 1 • 

Прямыя X, Уу 2 могутъ быть такимъ образомъ разсматриваемы, какъ 
подвижныя координатныя оси, совпадающ1я въ начальный моментъ ^-ъ 
неподвижными осями. Уравнен1я движен1я подобно-изменяемой системы, 
который могутъ быть такъ написаны: 

X == В^ -\- 'Е {а С08 а^ -[- Ь С08 р1 -)- с со8 ^^ , 

(33) у = В2-\- Е (а С08 а2-\-Ь со8 Ра 4~ ^ ^^^ Тг) ? 

^ = В^ --\- Е (а С08 «3 4" ^ ^^^ 8з 4" ^ ^^-^ Тз) ? 

отличаются такимъ образомъ отъ формулъ преобразован1я прямолиней- 
ныхъ прямоугольныхъ координатъ лишь т^мъ, что ВС* координаты от- 
носительно подвижныхъ осей координатъ содержатъ общ1й множитель Е, 
который опред^ляетъ полученное системою въ промежутокъ времени отъ 
О до ( линейное расширен1е. В^, В^, В^ суть координаты точки, со- 
впадавшей въ начальный моментъ съ началомъ неподвижныхъ осей. 

Неизменяемая система можетъ быть разсматриваема также какъ 
частный случай системъ коллинеарно-изм^няемой и однородно-изм-Ьня- 
емой. Мы получимъ ея уравнен1я движен1я, если въ формулахъ (32) 
положимъ Е = 1; эти уравнен1Я будутъ: 

X = В^ -]- а С08 а^^Ъ сов Р^ -|- с сов ^1 , 
у = Л^ -\- а сов а^ -\- Ь сов ^2 4" ^ ^^^ Ъ 7 
25 = Ю^ ^ а С08 а^ -^ Ъ сов рд 4" с сов -^з ? 

Т. е. известный формулы преобразовашя прямоугольныхъ координатъ. 

5. О числ'Ь точекъ, опред'Ьляющихъ движен1е какой-нибудь из- 
меняемой системы. 

Когда изв'Ьстенъ законъ деформац1и изменяемой системы, то, во- 
обще говоря, достаточно бываетъ знать движен1е конечнаго числа точекъ 
системы для опред'Ьлен1я двпжен1я всЬхъ остальныхъ ея точекъ. Вопросъ 
о числ-Ь точекъ, необходимыхъ и достаточныхъ для опред^лешн движен1я 
всей системы, весьма важный, такъ какъ онъ находится въ т-Ьсной связи 
съ вопросомъ о числ* какихъ-бы то ни было элементовъ, необходимыхъ 
и достаточныхъ для опредйлетя движен1я системы. Пусть будетъ ш чи- 
сло параметровъ, — функщй времени, — отъ которыхъ зависитъ движете 
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изм1Ьняемой системы. Если движеп1е определяется по движен1Ю н*кото- 
раго числа ея точекъ, то, вообще говоря, должно быть задано т коор- 
дннатъ въ функхци времени, и эти координаты должны быть выбраны 
такъ, чтобы опред'Ьлен1е вс/Ьхъ параметровъ при этомъ было возможно. 
Число координатъ можетъ быть выбрано равнымъ ш только въ томь 
случае, если между точками, определяемыми этими координатами, не су- 
ществуетъ уже заран'Ье заданныхъ условШ, зависящихъ отъ закона де- 
формац1и системы. Вообще говоря, так1я услов1я будутъ существовать 
(какъ напр. для твердаго т-Ьла условия, чтобы разстояшя между точками 
были постоянны). Тогда число точекъ, п, должно быть взято такое, что- 
бы это число, умноженное на 3 и уменьшенное на число условий к между 
этими координатами, было равно числу параметровъ: 

Зп — к = ш . 

Знакъ неравенства > зд-Ьсь не можетъ им^ть м^ста, и число к всегда 
будетъ таково, что ш -{- к д-ёлится на 3. Предположивъ противное, 
мы должны были-бы вывести заключение, что недостаточно взять число 
точекъ п равнымъ цЬлому при д^леши т-[-А:на 3, и что 7г-[-1 точекъ 
даютъ слйшкомъ много параметровъ для опредфлешя движен1я; это зна- 
чило-бы, что между координатами п -\-1 точекъ нужно ввести еще до- 
бавочный услов1я. Так1я услов1я мы всегда можемъ считать уже съ са- 
маго начала заключающимися въ числ-Ь к условШ и потому можемъ пред- 
полагать, что ш -\- к делится на три. 

6. О числ'Ь точекъ, опредЪляющихъ движен1е ноллинеарно-изм'Ь- 
няемой системы. 

Обращаясь къ формуламъ (5), мы видимъ, что "Ьн* содержатъ 15 
коэффиц1ентовъ, которые должны быть известны въ функцш времени для 
того, чтобы можно было определить движен1е какой-либо точки системы. 
Отсюда сл-Ьдуетъ, что необходимо знать 15 координатъ. Такимъ обра- 
зомъ является вопросъ, могутъ-ли координаты пяти точекъ служить 
пятнадцатью элементами, определяющими движен1е коллинеарно-изм-Ь- 
няемой системы, или число задаваемыхъ точекъ должно быть больше пяти 
и эти точки должны быть связаны какими-либо услов1Ями. Для р'Ьшен1я 
этого вопроса посмотримъ, можно-ли, когда заданы 15 координатъ 

^1; У1> 2?1, а?2; . . ^ . . . . «5; У5; ^ 

пяти точекъ, определить 15 коэффицгентовъ въ формулахъ (5). Задача 
сводится къ решен1ю следующихъ 1 5 линейныхъ уравнен1й: 
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(34) 
(35) 

(36) 



Л^а^ -{- В^)^, + С^с,, + Д = а?» (аа* + ^Ь, ^ ^с, -{- 1) , 
А^а^ -|- -^2^/^ + ^2^* + А = 2/* (««* + Р^- + Т<^* + 1) 7 
^3»» + ^зЬ* + С'зС^ + 1>з = г^ (аа^ + ^\ + 7^* + 1) ? 



гд* значекъ А; нужно последовательно положить равнымъ 1, 2, 3, 4, 5. 
Составилгь сначала уравнен1я для опред'Ьлен1я коэффиц1ентовъ а, р, у; 
для этого изъ 5 уравнен1й (34) исключимъ ^, , Д , С^, В^, изъ урав- 
ненШ (35) исключимъ А^, В^, С^, В^ и изъ уравнешй (36) исклю- 
чимъ А^, Бд , (7з , 2^3 • ^^•'^^^ положить 



(37) 



^47 ^2} 


^27 




• 


^з; ^з; 

«4; Ку 


^з; 

^4, 




^. 


<НуК 


^5; 






«37 ^37 


^37 






«5; ^5; 


С4; 
^5; 




— /За 


«17 ^1- 


^1; 

• 


• 




а^у \, 


• • 
С1> 


• 

1 




«2; *2; 


^27 


1 


--8, 


«8; Ьз, 


^з; 


1 


«4; ^4; 


^4; 


1 





(38) аа, + рЬ, + т^. + 1 = О», 

то уравнен1я для опред'Ьлетя а, р, у представятся въ такомъ вид*: 

2г, 0,й^, =0 
или 

а2а* ж* /?* -|- Р^^* ** ^'* + Т2с» а?* а§* + 2^* ^* = О, 

а2а» у» /5* + Р26* у* /8* + Т^^* у* ^8* + 2у* ^* = 0; 

" а2а* 2. /5* + ра, 2;, /8, + Т^с* г, /8, + Ъ, /8, =0. 

Отсюда, полагая 

Еа* а?» /8»; 2Ь» а?4 /84 Цс* а?^ /8» 

(39) ^а* у» ^*, 26* у» /8*, 2с, у* ^4 = р 

2а» 2* 5^4, 26* 2^^ /8д, 2с* 2* /8* 
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находимъ: 



а = — 



1_ 
Р 



^'^к ^к} ^^^к *^к ^к) ^^к *^к ^к 

Ъ^к ^к, 2ь* ук 8,, 1с^ у^ 8^ 

^к 8ку ^К Ч ^к, ^Ск 2* й^* 



? = - 



Р 



*^^к ^к ^»; ^«^к ^*; 2л<^к *^к ^1 

2«* ук 8^, ^Ук 8к} ^«4 Уд й^) 

^а» 2к а8*, 224 8иу 2С|, 2* а5| 



(40) 






2;«» у* /8»; 26* у* й^*; 2у* /5* 
2а* 2* /§*^ 26* г* й^4, 2^* /5* 



Поел* этого для каждаго изъ 12 остальныхъ коэффищентовъ получится 
по пяти тожественныхъ между собою выражешй. Такъ напр. для -4^ , 
смотря по тому, который четыре изъ пяти уравнешй (34) будемъ ре- 
шать, находимъ: 



А 



' - 'ЩУ'^^^'1^ + ^«^^1^ + ^*^*"а4 +^'^'"дЙ 3 



— о I «^з^г 






да 



8 



да^ 



да. 



+ '■«.■^) 






) 



(41) 



Такимъ образомъ 15 линейныхъ уравнешй (34), (35) и (36) могутъ 
быть, вообще говоря, решены. Р'Ьшеше делается невозможнымъ, если 
дв'Ь изъ величинъ а§, , /З!, , аЗ'з > ^4 ? '^в » ^^ следовательно и всЬ он* равны 
нулю, т. е. если 5 точекъ лежатъ въ начальный моментъ, а поэтому 
и во все время движешя, въ одной плоскости. 

Легко видеть, что движете плоской коллинеарно-изм'Ёняемой систе- 
мы можетъ быть задано движен1емъ четырехъ ея точекъ, изъ которыхъ 
три не должны лежать на одной прямой. Это видно изъ формулъ (24), 
который содержатъ 8 коэффищентовъ. 

7. Геометрическое 8начен1е коэффищентовъ въ уравнен1яхъ дви- 
жен1я коллинеарио-измЪияемой системы. 

Разсматриван1е пяти точекъ коллинеарно-изм'Ьняемой системы даетъ 

3 
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возможность представить въ довольно простомъ вщЪ геометрическое зна- 
чеше коэффищентовъ ея уравненШ. Чтобы это сд'Ьдать, выберемъ на- 
чальный положен1я пяти точекъ сл'Ёдующимъ образомъ: 



(42) 



(^ю) «1 = 1. ^1 = О, с^ = о, 

(Жао) «2 = О, Ьа = 1; ^2 = О, 

(Л/зд) Лз = О, Ьз = О, с, = 1, 

(Л^о) «5 = 1; ^5 = 1; С5 = 1. 



Эти точки образуютъ въ начальный моментъ такой объемъ, который 
можно разсматривать состоящимъ изъ трехъ равныхъ тетраэдровъ съ об- 
щимъ ребромъ М^^ М^^, СЪ вершиною въ Л/50 и съ основашями въ ко- 
ординатныхъ плоскостяхъ. Объемы этихъ тетраэдровъ мы означимъ такъ: 

Тотъ-же самый объемъ можно разсматривать состоящимъ изъ двухъ те- 
траэдровъ, сложенныхъ основан1ями и им1^ющихъ вершины въ Л/^о и 
М^ о . Эти тетраэдры 



■50'^'^10-^'^20''^-^30 "гГ '^ 40^ ^'^10''"^20-^'^30"'"40 



^ •'50 



не симметричны и объемъ Т^^^, вдвое больше объема V^^. 
Формулы (37) даютъ теперь 

5^1 = — 1; /§2 = — 1; ^3 = — 1 
^4 = 2,8, = 1, 

или, принимая во вниман1е выражешя для объема тетраэдровъ, 



^1 ^Ю; ^2 ''^20^ ^3 



30 



8,= У, 



40 



^К г Сл» 



бО' 



Определяя суммы, входящ1я въ выражеше (39), для Рполучий1ъ 
теперь: 





а?б 


^1) ^5 а?2, а?5 ^3 




1 х^ у^ г^ 


р = 


Ув 


Уи Уь Угу Ув Уз 




1 ^2 У г ^2 




ч 


^1; 215 г^ 25 йд 




1 «3 Уз Ч 
1 ^ъ Уъ Ч 



= V,. 
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Для опред'Ьлен1я кеэффищептовт! а, р, у зам1Ьтимъ, что теперь 

= (а?5 — Ху) + (а?5 — а^а) + (*5 — а^з) — 2 («5— а?*). 

Всл']&дств1е этого первый изъ опред'Ьлнтелей, стоящихъ въ формулахъ 
(40), обратится въ сл-Ьдующ!!!: 



[ (Уь —Ух)+Уъ 

[ (^5 — 21)+(2:5 



-У2)+(У5--Уз)— 2(^5 



■У*) ]у (Уь 



-а?2); (а?5- 
-Уг); (У5- 



Уз) 



^1; ^5 



"^2? *^5 



«^5 - 

У5 — У1; У5 — У 2) Уь — 



Уъ 



^17 Ч 



^Ч,) ^5 



— 2 



а?5 



^4? ^5 



•^2^ ^5 



-я^з 
У5 — У4; Уъ — Угу У5 — Уз 

- 2^3 



2^4; ^5 



^2.9 ^5 



= 7,-2 7,. 



Поэтому по форнудамъ (40) 



а 



27.-7, 



, Р 



27,-7, 



. Т 



2 7з - 7, 



(43) 



7, ' »- — у, . . — рг^ 

Эти величины, какъ и сл-Ьдовало ожидать, обращаются въ О для началь- 
наго момента, такъ-какъ 

'40 ^^ ^ '10 ^^^ ^ '20 ^^ ^ '30* 

Для опред'Ьлен1я геометрическаго значен1я остальныхъ воэффиц1ентовъ 
зам'Ьтимъ, что теперь по формуламъ (38) и (43) 

_2^, л _2П л _2П 



^1 "ТТ"^ ^2 1т'У Уз 



V, 



V, 



V, 



0,= 1,а.= 2 ^'+^-+/»-^- . 

Подставляя эти выражешя во вторыя части уравнешй (33), (35) и (36), 
мы найдемъ: 

л 27, . 27, . 27, 



71 ^ '2 Г> ^ 2 О '2 

-"1 Т7" ^2 ^4; -^2 "Тт" У 2 У^ -^г "^^^ ^ 



^4 



V, 



V, 



2 ^4? 



б; = 



2^3^ _ ^ _27,.. .. ^ _27, 

""р=" '^3 



(44) 



Х^ '■^ Х^у 1^2 ~'~ тг 

К4 



Уз — У4; С'з =-|Г ^3 



ч> 



А = а?4, 



А = У4; 



А = ч- 



_ 20 — . 

Уравнен1я движения коллипеарно-изм^няемоН системы, выражеппыя че- 
резъ координаты пяти ея точекъ, им'Ьютъ такимъ образомъ слЬдующШ 
видъ: 

'- (2 V,- У,)а-\-{2 У,- У,)И-{2 V,- У,) с+ У, 

(2 У,у,- У,у^)а+{2 7^,- У^у,)Ц-(2 У.у^- У^^)с-{- У^^ _ 
- (27»-7*)а+(27,-7,)Ь+(2П-Т>+^4 



X 



(45) У 



8. Точки, опредЪляющ1я движен1е однородно-изм-Ьняемой си- 
стемы. 

Уравнешя (25) содержатъ 12 коэффищентовъ; поэтому движен1е 

этой системы будетъ вполн* известно, если будутъ даны 12 координатъ 

въ функщи времени. Эти координаты могутъ принадлежать четмремд 

точкамд. Пусть будутъ 



*^1У 2^1? ^1У *^'2? 



У ^7 ^4 



координаты этихъ четырехъ точекъ. Тогда, полагая 



найдемъ 



«1; к <^ху 1 
^37 ^3; ^3} 1 

«4; ^4; С4; 1 



А — — 



1^ 

/8 



= й; 



^1; ^17 ^1; ■"■ 

•^2^ ^2; ^2У ^ 

^3; ^^8; ^3} 1 

«^*4? ^^4? ^4^ -^ 



^1 = -о- 



1^ 

/8 



^1; ^1; ^1; ^ 

^2^ •^2? ^2^ ■'■ 

^3; «^3; ^3; 1 

^47 *^4; ^47 1 



и т. д. 



и уравнен1я (25) выразятся сл'Ьдующимъ образомъ: 
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X 






Я; Ь, С, \, 

^3 ? ^3 7 ^8 ? 1; 

^^у ^'кУ ^4; 1; 

И Т. Д. 



О 

— ^2 



(46) 



Эти формулы показываютъ. что координаты всякой точки одно- 
родно-измпняемой системы выражаются линейпымо образом^ че- 
резд соотвгьтственныя координаты четырехо данныхъ точекд. Эти 
четыре точки должны быть заданы не лежащими въ одной плоскости. 

Движен1е плоской однородно-изм'Ьняемой системы определяется дви- 
жен1емъ трехъ ея произвольно-заданныхъ точекъ, какъ показываютъ 
формулы (26), содержащ1я 6 коэффищентовъ. Эти точки должны быть 
заданы не лежащими на одной прямой линш. 

Задавъ движен1е 4 точекъ однородно-изменяемой системы трехъ 
изм^ренШ, можно дать простое геометрическое определеше коэффищен- 
тамъ въ формулахъ (25). Для этого опредЬлимъ, во что обратятся въ 
моментъ ^ координаты сл^дующпхъ четырехъ точекъ: точекъ М^ , М^ 
и М^ , лежавшихъ въ начальный моментъ на осяхъ координатъ въ раз- 
стоян1ЯХъ, равныхъ единице отъ начала координатъ, и точки Ж^ , нахо- 
дившейся въ начальный моментъ въ начал* координатъ. Подставляя 
въ формулы (25) последовательно координаты точекъ Ж1 о, Щ^у ^зо; 
-^4 (^2)» найдемъ: 



Л^ «^1 Л?4 ; 


^2 —Уу У4 у 


А^ г^ 24, 


-^1 ^^2 ^4 ; 


А — У2 У4; 


А — ч ^4? 


С^ д?з а?4 ; 


^^2— Уз У 'к У 


Сз 2?з— 24, 


А— ^4> 


А— У4; 


А— 24. 



(47) 



Итакъ, въ формулахъ (25) члены, не зависящге отз координатъ, 
можно разсматривать кат координаты точки, находившейся въ 
начальный моментъ вб началть координатъ, а остальные коэффи- 
цгенты какъ проекцги трехъ линш, равнявшихся въ начальный мо- 
ментъ единицть и бывшихъ параллельными осямъ координатъ, 

Уравнен1я движешя однородно-изменяемой системы могутъ быть 
теперь представлены следующимъ образомъ: 
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X — (а?! — х^)а -|- {х.^^ — а?4)Ь + {х^ — х^с + а?4> 
(48) у = (у^-^ у^)а + СУ2 — У^)^ + (Уз — У^У + 2^4; 

г = (г^ — Хщ)а -\- {г^ — г^)Ь + (^з — ^^)с + г^. 

0. Точки, опред'Ьляющ'т движен1е подобно-изменяемой системы. 

Уравнен1я (33) содержать семь различныхъ между собою парамет- 
ровъ, такъ какъ между девятью косинусами существуетъ шесть зависи- 
мостс:!; поэтому для опред'Ьлеп1я движен1я подобно-изм'Ёняемой системы 
трехъ изм'Ьрен1Й необходимо знать движен1е по крайней м'Ьр'Ь трехъ то- 
чекъ, координаты которыхъ должны быть тогда связаны двумя уравне- 
шями. Эти уравнен1я мы можемъ составить, написавъ услов1е, что тре- 
угольникъ, составленный изъ трехъ данныхъ точекъ, во все время дви- 
жен1я остается подобнымъ самому себ*. Для этого выразимъ услов1е, 
что отношешя между сторонами треугольника остаются постоянными: 

(Ж2— а?з)^+ (.%— Уз)^+ {Ч—^г? («•з— «1)-+ {Уг—УхУЛ- (23—2^)2 



(«2-«з)*^ + (Ь2-Ьз)^ +К-Сз)2 - (аз-«1)'+ {Ь,-\У^ + (Сз-С,)2 



Когда даны три точки, связанный такими услов1ями, то опредйле- 
Н1е коэффиц1ентовъ въ формулахъ (33) можетъ быть произведено сл'Ь- 
дуюищмъ образомъ. Изъ опред^лешя, даннаго величин* Е, им*емъ: 



»^К-«зГ+(Ь2-Ьз)^+(С2-СзГ- 

и еи^е ра подобныхъ-же выражешя на основанш зависимостей (49). 
Дал*е по первой изъ формулъ (33), подставивъ туда координаты дан- 
ныхъ точекъ, находимъ: 



X 



1 В^=^Е сов (1^.а^-\-Е С08 ^^.Ь^-^-Е С08 ^1 • «1, 

а?2 — В^^ = Е С08 а^ . а^-^ Е сов ^^^.Ъ^-^- Е сов ^^ . с^, 
а?з — 0^=^Е сов а^,а^'-\-Е сов ^^,Ь^ -\-Е сов "у^ . ^з* 

Опред*дивъ отсюда сов а^ ,' сов ^^ , сов у^ въ функц1и изв'ёстныхъ уже 
величинъ и 2)1 и подставивъ найденныя выражен1я въ услов1е: 

сов'^ а^ -]- сов^ р^ --1- сов^ -^^ = 1 , 
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мы получимъ квадратное уравнен1е для опред*лен1я /), . Изъ дпухъ р*- 
шешй этого уравнен1я мы должны будемъ выбрать то, которое удовле- 
творяетъ начальнымъ услов1ямъ, т. е. которое обращается в'ь нуль при 
*=^ 0. Составивъ въ действительности это квадратное уравнеше, мы 
увидимъ что корни его всегда будутъ действительные. ПослЬ этого мы 
получимъ окончательный выражен1я для соз а, , соз р, , соз у, въ функ- 
цш только изв^стныхъ величинъ. Подобнымъ-же образомъ определятся 
и остальные коэффищенты. Если эти значен1я коэффищентовъ подста- 
вить въ формулы (33), то X, у, 2 не будутъ уже выражаться линейно 
въ функцш координатъ данныхъ точекъ, какъ это было для однородно- 
изменяемой ^ системы. Такимъ образомъ изучен1е подобно изменяемой 
системы трехъ измерен1й представляется въ аналитическомъ отношенш 
менее удобнымъ, чемъ изучен1е движен1я системы однородно-изменяемой, 
несмотря на то, что первая система есть частный случай второй. 

Чтобы выразить непосредственно движен1е подобно-изменяемой си- 
стемы по движенш трехъ ея точекъ, возьмемъ начальпыя положен1я 
этихъ точекъ следующимъ образомъ: Ж, въ начале координатъ, М^ 
и М^ на двухъ координатныхъ осяхъ, напр. на осяхъ (х) и (у) въ раз- 
стоянш равномъ единице отъ начала координатъ. Тогда мы получимъ 
следующ1я уравнен1я для определешя коэффиц1ентовъ: 

^В сое а^ = х^ — л*1 , Е соз р^ = а?з — а?^ , 

Есо8^^ = ]/Е^ — Е^ со8^ «1 — Е^ соз' р4 

Есоза^ = у^ — у^, Есо8^^^ = у^—у^, (50) 

■ 

Есов^^^ У ЕР- — 1ЕР- соа^ а^ — В" сои"' Рг 

= У (^2 - 2,)* + К - ^^^ - (1/3 - УгУ' 

^ сое «8 = 2^ — г1 , ^ С08 Рз := г, 2^ 

Е С08 Уз = ув^ — Е^со8^аз—Е^ соа^ ^з 

= У{х^ - х,У + (уг - у^У - (гз - г,)'- . 
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Поэтому уравнешя движен1я подобно-изм'Ьняемой системы будутъ сд-Ьду- 
ющ1я: 

Въ плоской подобно-иэмпняемой сиапемть уравнешя движен1я, 
въ зависимости отъ координатъ данныхъ точекъ, снова принимаютъ ли- 
нейный видъ. Такое движен1е опред'Ьляется двумя точками, не связан- 
ными между собою никакими усдов1ями. Выбравъ дв1^ точки произволь- 
но и положивъ для краткости 

(«2 — «О (а^ ^- а) + (^2 — ^) (&! —Ъ)=р^ 

(«2 — «1) («2 — «) + (^2 — ^1) (^2 — Ь)=Р2 

{\ — \){Ч'-^) — ^.ч — ^x){\ — Ь) = ^, 

получимъ: ^) 

РтР^х + Ру^2 — ЧкУг — Уд 
Рг—Рх 

(52) 

_ 1^2У1 +РхУ2. + ?(Д?2 — а^1) 

Для неизменяемой системы трехъ изм^ренхй, если ея рижен1е бу- 
детъ задано движешемъ трехъ ея точекъ, получаются формулы, подоб- 
ный формуламъ (50) и (51) и отличающ1яся только т*мъ, что везд-Ь 
^5? = 1. Точно также и для плоской неизменяемой системы уравнен1я 
движешя не имЪютъ линейнаго вида относительно координатъ заданныхъ 
точекъ, потому-что эти координаты связаны между собою уравнен1ями, 
не имеющими линейнаго вида. 

10. Однообразное движен1е изм'Ьняемой системы. 

Пусть будетъ ш число независимыхъ между собою элементовъ, 
опред*ляющихъ движен1е какой-нибудь изменяемой системы. Если бу- 
детъ задано некоторое число к зависимостей между этими элементами, 
то система будетъ иметь ш — к степеней свободы. Одному частному 



') См. „Кинематику подобно-изменяемой системы двухъ изм*ре- 
шй", стр. 37 и сл*д. 
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случаю движен1я однородпо-измЬняемой системы съ ограниченнымъ чи- 
сюмъ степеней свободы, именно случаю, когда 

ш — Л = 3 

Вигше81:ег ') далъ названге однообразнто движетя (еш^бгшх^е Ве- 
>уе§11П^). Это поият1е можно распространить на всякую изменяемую 
систему. Изучен1е такого частнаго вида движен1я представляетъ инте- 
ресъ особаго рода. А именно, если въ частности движен1е системы 
опред-Ьляется движенхемъ п точекъ, не связанныхъ между собою никаки- 
ми УСЛ0В1ЯМИ, и если п — 1 изъ этихъ точекъ сделать неподвижными, 
а движен1е посл-Ьдией точки задать произвольно, то получится однообраз- 
ное движен1е, и это движенхе будетъ вполн-Ь определяться движешемъ 
одной последней изъ п заданныхъ точекъ. Эту точку мы будемъ назы- 
вать основною. Можетъ случиться, что движете основной точки огра- 
ничено услов1емъ оставаться па некоторой поверхности или лиши; тогда 
однообразное движен1е делается ограниченнымп и обладаетъ только дву- 
мя или одною степенью свободы. Это будетъ также, если между зада- 
ваемыми точками существуютъ добавочныя услов1я. Такъ напр. подоб- 
но-изменяемая система трехъ измерен1й можетъ иметь однообразное дви- 
жение только съ двумя степенями свободы, а неизменяемая система — 
однообразное движение съ одною степенью свободы. 

Останавливаясь на случае неограниченнаго однообразнаго движенгя 
(съ тремя степенями свободы), можно видеть, что траектор1и различныхъ 
точекъ системы будутъ обладать некоторыми общими свойствами, кото- 
рый характеризуются какъ законами деформац1и системы, такъ и движе- 
н1емъ основной точки. Пусть будутъ X, У^ 2 координаты этой точки; 
тогда уравнен1я движен1я могутъ быть представлены такъ: 

X = Ф^ (а, Ьу с, Ху Уу 2) у 

у = Ф,(ауЪуСуХу Уу2)у (53) 

2 = Фд (а, Ъу с, Ху У у 2) . 

Задавъ поверхность или линш, на которой должна находиться 
основная точка, можно по этимъ формуламъ определить поверхности или 
лин1и, по которымъ будутъ двигаться остальныя точки системы. 

Всякому движешю изменяемой системы соответствуешь движенге 
другой изменяемой системы, которое можно получить следующимъ обра- 



*) ЗсЫбшИсЬ'з гекйсЬг. 1'. МаИь и. РИуз. В. 19 и 20'. 
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зомъ. Траектор1и, который описываютъ точки, принадлежащ1Я некото- 
рой кривой динш данной системы, можно принять за различныя полозке- 
шя линш, принадлежащей другой изменяемой систем*, а за траекторш 
точекъ этой последней линш принять различныя положен1я лиши первой 
системы. Вообще говоря система втораго рода будетъ отличаться отъ 
данной системы какъ по свойствамъ движешя, такъ и по характеру де- 
формацш, потому-что кривыя линш могутъ быть выбраны произвольно; 
но, прилагая эти разсуждешя къ однообразному движен110 системы, лег- 
ко видеть следующее соотношен1е между обеими системами: однообраз- 
ному движетю одной системы будетъ соотвптствовать однообраз- 
ное-же движете другой системы. Пусть будутъ 

(54) Л№У.^ = 0, 

уравнен1я траекторш основной точки. Исключая X, У, 2 изъ этихъ 
уравнешй и изъ уравненШ (53), получаемъ два уравнен1я вида: 

Л (^'7 У У ^У ^7 Ь, с) = О, 

Р^{х,ууг,а,Ъ,с) = {), 

которыя, если дана точка (а, Ь, с), опред^ляють траектор1ю этой точки. 
Присоединяя къ уравнен1ямъ (55) еще уравнен1е поверхности 
(56) ф {а, Ь, с) = О 

и разсматривая уравнен1я (55) и (56) вм^ст*, будемъ иметь ц-Ьлую си- 
стему траекторШ, описываемыхъ точками, принадлежащими поверхности 
(56). Вместо этихъ уравнен1й мы можемъ разсматривать совокупность 
шести уравнешй (53), (54) и (56) для определения этихъ-же самыхъ 
траекторш. Съ другой стороны уравнен1я (53) можно разсматривать 
какъ уравненш однообразнаго движен1я некоторой другой изменяемой си- 
стемы, въ которой а, 6, с суть координаты основной точки, а X, У, 2 
начальный координаты какой-нибудь точки системы. Тогда уравнен1е 

(56) определяетъ поверхность, на которой должна оставаться основная 
точка. Исключая при помощи этого уравнешя координаты а, Ъ^ с изъ 
уравнен1Й (53), получимъ уравненхе вида 

(57) Р (X, у, г, Х,У,2)^ 0; 

это уравнеше, если будетъ дана точка X, У, Д определяетъ ту поверх- 
ность, на которой эта точка остается при движен1и системы. Присоединяя 
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къуравнешю (57) уравнешя (54), мы получимъ систему поверхностей, на 
которыхъ остаются точки, принадлежащ1я лин1и (54). Но вместо этого 
мы можемъ опять разсматривать шесть уравнешй (53), (54) и (56). 
Эти уравнения — т'ё самыя, который въ движеши первоначальной из- 
меняемой системы служили для опред'Ьлен1я траекторШ точекъ, принад- 
дежащихъ данной въ систем* поверхности. Итакъ мы видимъ: 

Если однообразное движете изменяемой системы опред/ь- 
ляется движетемъ основной точки по некоторой заданной тра- 
екторги, то различныя положетя поверхности, принадлежащей 
системе, можно разсматривать, кат поверхности, на которых^ 
должны оставаться точки, образующгя кривую лингю некоторой 
другой изменяемой системы, движете которой тоже однообраз- 
ное и должно быть задано условгемд, чтобы основная точка оста- 
валась на некоторой поверхности, 

Разсуждая подобнымъ-же образомъ, можно дал-Ье сказать: 

Трйекторги, описываемыя точками, образующими некоторую 
кривую лингю вз однообразном^ движети изменяемой системы, въ 
которой основная точка описываетп определенную траекторгю, 
можно разсматривать какб различныя положетя кривой лити 
вп однообразиомд движети другой изменяемой системы, траекторги 
точекъ которой совпадают^ сз различными положетями кривой 
лити вд движети первой системы, 

Посл-Ьдяее заключеше приложимо очевидно и къ плоской изменя- 
емой систем*, въ которой совокупность четырехъ уравнешй: 

х = Ф, (а, Ъ, X, Г), 
у = Ф, (а, Ь, X, Г), 

/№Г) = 0, (58) 

ср(а, 6) = 0, (59) 

можно разсматривать съ одной стороны какъ уравнен1я, опред'Ьляющ1я 
траекторш точекъ, принадлежащихъ кривой линш (59) въ однообразномъ 
движен1и системы, въ которомъ движен1е основной точки (X, Т) опре- 
деляется уравнен1емъ (58), — • а съ другой стороны какъ уравнешя раз- 
личныхъ положен1й кривой линш (58) въ однообразномъ движеши дру- 
гой изменяемой системы, въ которой основная точка (а, Ъ) описываетъ 
траекторш (59). 
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Соотв'Ьтствующ1я другъ-другу однообразный движения двухъ изм*- 
няемыхъ системъ мы будемъ называть одно по отношен1Ю къ другому 
обращенными *). 

Другое общее свойство однообразныхъ движенШ будетъ приведено 

въ глав* V. 

II. Однообразное движен1е коллинеарно-изм'Ьняемой системы. 

По общему опред'Ьлешю однообразное движение коллянеарно-изм'Ь- 
няемой системы определяется услов1емъ, чтобы четыре точки систе- 
мы оставались неподвижными. 

Условимся называть траекторхи двухъ точекъ (а^, г/, 2!) и (х", у[', г") 
коллинеарными между собою, если между координатами этихъ точекъ 
существуютъ зависимости вида: 

^п ^ К^' + ^хУ' + Ч^' + Ух 

ЦХ^ -|" ^^/ Ч" 52' -|~ 1 ' 



^ 1г^' + ^2У' + ^2^^' + Уг 
^ цдс! -|- гу^ -\- 82' ^ 1 ' 






^x' -\- гу' -|- «2' 4" 1 ' 

причемъ коэффиц1енты 1^, ш^, . . р^, ^, ?•, 5 постоянный величины. 
Тогда изъ уравнен1й движения коллинеарно-изм1Ьняемой системы можно 
вид1Ьть следующее замечательное ея свойство: «з однообразном^ двпже- 
нги коллинеарно- изменяемой системы, траекторт всл^хд точекп 
коллинеарны между собою ^). 

Въ случае однообразнаго движен1я коллинеарно-изменяемой систе- 
мы, мы должны положить: 

х^ = а^, у^ = 6^, г^ = Ср 

^2 = «2, Уч = ^2, ^2 = С2, 

*з = ^'з? Уг = ^з> ^3 = ^3? 

^4 = «^4, у 4. = к ч = ^4; 

такъ-что только координаты .Т5 , /д , 2:5 основной точки остаются произ- 



^) Въ 11риложвн1И къ н'Ькоторымъ чястнымъ случаямъ движения 
плоской изменяемой системы 1]игте81ег (йсЫот. X. Г. М. и. Р11. \\. XIX и 
XX) разсматривалъ обращенное дви5кен1е (ОткеЬпш^^^). 

2) Вигте81ег, 2. ^, М. и. Рк. В. XX. 
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вольными функц1ями времеци. Тогда при внимательномъ разсмотр'Ьн1и 
формулъ (39) и (40) оказывается, что Р выражается линейно черезъ 
координаты основной точки, а а, р, у выражаются отношен1ями линей- 
ныхъ функщй этпхъ коордпнатъ; то-же можно сказать и относительно 
коэффиц1ентовъ ^., , Д , . . , В^. А именно, мы им-Ье^аъ теперь 



"^а^ х^ аЬ'^ь = 



а^-, «1, 6^, С|, 1 

^2**^ ^2? ^2) ^2? ^ 

«3**, ^3? ^3? ^3? 1 



а 



2 
4 ? 



^4, ©4, С^, 



«5^5? «^5? ^5? ^5? 1 



сл-Ьдовательпо координаты основной точки будутъ входить лишь по од-* 
ному разу въ каждомъ пзъ элементовъ определителя Р; при этомъ лег- 
ко зам-Ьтйть, что члены, содержащ1е произведен1я 

^5 ^5 3& • ^5 Ув ^5 ? 

«5 х^ Од . с^ г^ 05 , 



будутъ входить попарно съ положительными и отрицательными знаками 
и сократятся, а останутся лишь члены, содержащ1е одну изъ координатъ 
х^, у^, г^ или вовсе ихъ не содержащ1е. То-же самое будетъ и въ чи- 
слителяхъ формулъ (40); ^1 , ^.^, ^^, ^^, ^5 будутъ поэтому выра- 
жаться отношешями линейныхъ функц1п отъ х^, у,, г^ къ Р. Дал-Ье, 
формулы (41) показываютъ, что каждый изъ коэффищентовъ Л^, В^ ... 
/?з можетъ быть выраженъ формулою, которая не содержитъ явнымъ 
образомъ координатъ основной точки; поэтому эти коэффиц1енты будутъ 
тоже выражаться отношен1ями линейныхъ функц1Й отъ х^ , Уь, ^^ ^^ •^• 
Подставляя выражен1я всЬхъ коэффищентовъ въ формулы (5), мы уви- 
димъ, что координаты какой-либо точки системы выразятся отношен1ями 
трехъ линейныхъ фуикц1Й отъ х^, у^, г^ къ одной и той-же четвертой 
линейной функцги этихъ координатъ. Такимъ образомъ траекторхя каж- 
дой точки будетъ коллинеарна по отношенш къ траекторхи точки 
(.г^, /Уз, г^). Отсюда сл'Ьдуетъ очевидно, что координаты вообще двухъка- 
кихч>-либо точекъ системы будутъ находиться въ коллинеарной зависи- 
мости, такъ какъ всякая точка системы можетъ быть принята за основную. 
Можно также сделать и обратное заключеше: если траекторш вс*хъ 
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точекъ коллинеарны по отношен1ю другъ-къ-другу, то риженхе колди- 
неарно-изм'Ьняемой системы — однообразное. Чтобы это видеть, нужно 
только заметить, что когда координаты четырехъ произвольно выбран- 
ныхъ точекъ выражаются отношен1ями трехъ линейныхъ функцШ коорди- 
натъ пятой точки къ одной и той-же четвертой линейной функщи этихъ 
координатъ, то, какъ показываетъ составъ формулъ (39), (40) и (41) 
и вышеприведенный разсужден1я этого §, нетолько координаты вс^^хъ 
точекъ будутъ выражаться коллинеарнымъ образомъ черезъ координаты 
пятой точки, но могутъ быть найдены четыре точки, которыя все время 
остаются неподвижными. Мы не будемъ на этомъ подробнее останавли- 
ваться, т4мъ бол-Ье, что съ этимъ вопросомъ мы встретимся еще въ гла- 
ве о скоростяхъ. 

Уравнен1я однообразнаго движен1я коллинеарно-изменяемой систе- 
мы можно получить въ довольно простомъ вид* въ зависимости отъ ко- 
ординатъ основной точки, если надлежащимъ образомъ выбрать положе- 
Н1я четырехъ неподвижныхъ точекъ. Принимая во внимаше, что видъ 
уравненШ (5) не м-Ьняется отъ преобразовашя прямоугольныхъ коорди- 
натныхъ осей въ косоугольныя, мы можемъ начало координатъ поме- 
стить въ одной изъ вершинъ тетраэдра, определяемаго четырьмя непо- 
движными точками, а оси направить по тремъ сходящимся ребрамъ этого 
тетраэдра. Означая черезъ 5, , 8^, 8^ длины этихъ реберъ, для коорди- 
натъ четырехъ неподвижныхъ точекъ мы будемъ иметь: 

(60) И, (8,, О, 0), М^ (О, 8^, 0), М, (О, О, 8з), М, (О, О, 0). 

Означая черезъ А, В, (7 начальный значен1я координатъ X, Т, ^основ- 
ной точки, подставляя координаты (60) последовательно въ уравнешя 
(5) и выражая услов1е, что эти координаты при движенш системы не 
изменяются, получаемъ: 

Л = а«1 + 1? Л = 0, Л=0, 
В, = 0, В, = ^8^+1, В,=0, 

С;=0, (7, = 0, (7з = т*з + 1, 

в, = о, А=о, А=о, 

А{Х—8,)а + ВХ.^ + СХ.ч = А — Х, 
АУ.п-]-В(Г—8^).^-\-СУ.^=В—Г, 
А2.а + В2.^ + С(2-'8^).^ = С—2-, 
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откуда 

21(^8 ^ + *8 «I ^ + «1«2^ — «1 «2*3 ) 

^ {8^А -[- ^1(7— ^з^|) ^^ — 8^В2 — «» ДХ-{- 8^8^В 
^ ~ В{8^8^ X 4- «3 «1 ^^ + «1«2^ — -^ «2*3 ) 

(З^В -]- ^2^ 8^8^)2 З ^СХ — 8^СТ-{- 8^8^С 

^ ~ С{8^8^Х ~{- 8з8^У -\- 8^8^2 — 8^8^8^) 

Полагая 

8^8^Х 4- «3«1 5^+ «1«2^ — *1 ^8 = О? 

будемъ им-Ьтб: 



(61) 



15»2 -г ^ — "0^ 



3«2 + 1 



т«8 + 1 = ас ' 

Определяя отсюда а, р, у и подставляя въ уравне1пя движен1я, которыя 
теперь имЪютъ видъ 

(а«1 + 1)« 



X 



оа + р6+ТсН-1 ' 



2 ^ _(Т«з+1)с 



получимъ: г 1^ п I т^ 

0,п Ха 

X =- 



А а^х- цА , а^у—дв ^ , а^г-цс , ^ 

_Оо УЬ 

^ в а^-цА , а^г —цв ^ , ао^-дб' , ^ (62) 

;й ""^ Р "^ ^^^ "^ ' 

_ Оо ^^2 

8^А ' я^В ' 836 ' 
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Изъ этихъ формулъ прямо видно выражеппое въ пачал'Ь этого § 
свойство однообразнаго двпжсмпя коллинеарпо-измЬ^шемоп системы, если 
принять во вниман1е, что ^ линейная фуикц1я коордипатъ основной 
точки. 

Принимая траектор1и точекъ, принадлежапцтхъ какоп-нноудь по- 
верхности системы, за различный пол()жен1я кривыхъ лии1п другой измЬ- 
няемой системы, мы видимъ, что эта система тоже будетъ коллинеарно- 
изм'Ьняемая. Итакъ, движен1е, обращенное по отпошешю къ однообраз- 
ному движешю коллинеарно-изм'Ьняемой системы, будетъ также одно- 
образнымъ движен1емъ коллинеарно-изм'Ьняемой системы. 

ВсЬ свойства однообразнаго движен1я, найденныя Виггаеа^ег'омъ 
для каждаго частнаго случая особымъ путемъ разсужден1й, вытекаютъ не- 
посредственно изъ предыдущихъ формулъ. Для прим'Ьра приведемъ 
сл'Ёдующ1я: 

неподвижный точки вовторомъоднообразномъдвижешигЬ же самыя, 
какъ въ первомъ движен1и; 

если основная точка подчинена услов1ю оставаться на алгебраиче- 
ской поверхности порядка п , то всЬ точки системы будутъ двигаться по 
поверхностямъ того-же порядка; 

въ частности, если основная точка описываетъ плоскую кривую 
лишю, то траекторш всЬхъ точекъ будутъ плоск1я кривыя; 

если основная точка движется прямолинейно, то движен1е всЬхъ то- 
чекъ будетъ прямолинейное. 

Однообразное движен1е плоской коллинеарно-измЬняемой системы 
получается, если три точки такой системы сделать неподвижными. Все 
сказанное выше о систем-Ь трехъ изм'Ьрен1й можетъ быть съ соотв'Ьт- 
ственными изм'Ьнен1ями отнесено и къ этой систем*. 

12. Однообразное движен1е частныхъ видовъ коллинеарно-изм'Ь- 
няемой системы. 

Такъ-какъ движен1е однородно-изменяемой системы опред'Ьляется 
движешемъ четырехъ ея точекъ, то она будетъ пмЪть однообразное дви- 
жете, если три точки ея будутъ неподвижны. Если назвать траектор1и 
двухъ точекъ находящимися въ однородной зависимости, когда ихъ ко- 
ординаты связаны между собою линейнымъ образомъ, то можно сказать 
на основан1и формулъ (46), что въ однообразномъ движеиш одпородпо- 
изм*няемой системы траектор1и вс1Ьхъ точекъ находятся въ однородной 
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зависимости по отношен1Ю къ траектор1и основной точки, а следователь- 
но также и по отношен1ю другъ-къ-другу. Можно сд1^лать и обратное за- 
ключен1е: если траектор1и всЬхъ точекъ однородно-изменяемой системы 
находятся между собою въ однородной зависимости, то движеше системы 
однообразное. 

Обращен1е однообразнаго движен1я однородно-изменяемой системы 
даетъ также однообразное движен1е однородно-изменяемой системы. 

Представимъ уравнен1я этого движен1я въ возможно простомъ ви- 
де. Для этого возьмемъ начало координатъ въ одной изъ неподвижныхъ 
точекъ а оси хну направимъ черезъ две друг1я неподвижныя точки. 
Подставляя координаты неподвижныхъ точекъ Ж, (5, , О, 0^^ Щ(^^у ^а ^)у 
Л/з(0, 0; 0) последовательно въ уравнен1я (25) и выражая услов1е, что 
координаты этихъ точекъ во время движен1я не изменяются, получимъ: 

^1 = 1, ^ = 0, ^8=0, 

Б, --0, Б^-Л, Бз-О, (63) 

Для определен1я остальныхъ трехъ коэффпщентовъ, подставимъ въ урав- 
нешя (25) координаты основной точки. Принявъ во вниман1е (63), 
получимъ: 

X -А _ У~В _ X 
Такимъ обрвзомъ уравнен1я двйжен1я примутъ видъ: 



.л* 




а — 


х 
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Однообразное двпжен1е плоской однородно-изменяемой системы мы 
получимъ, сделавъ неподвижными две ея точкп. 

Обращаясь къ системе подобно-изменяемой трехъ измеренш, мы 
находимъ, что для получен1я ея однообразнаго движен1я нужно поставить 
иныя услов1я, чемъ въ предыдущихъ случаяхъ. Если сделать две точки 

5 
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неподвижными, то система обращается въ неизменяемую, вращающуюся 
около постоянной оси, потому - что для сохранен1я подоб1я теперь нуж- 
но, чтобы разстоян1я между всякими двумя точками не изменялись. Для 
того, чтобы движен1е одной точки могло оставаться совершенно пропз- 
вольнымъ, нужно для двухъ другихъ точекъ поставить четыре услов1я, 
т. е. или сделать одну изъ точекъ неподвижною, а для другой задать по- 
верхность, или задать траектор1и об^ихъ точекъ. Нелинейный видъ 
уравнен1й (51) показываетъ, что при этомъ движете основной точки 
должно быть подчинено некоторымъ услов1ямъ, выражаемымъ неравен- 
ствами, если мы хотимъ, чтобы координаты точекъ системы не принима- 
ли во время движен1я мнимыхъ значен1й. 

Однообразное движен1е плоской подобно-изменяемой системы опре- 
деляется услов1емъ, чтобы одна точка системы оставалась неподвижною, 
причемъ другая точка, основная, можетъ иметь какое угодно движете*). 

Предполагая, что траектории двухъ точекъ плоской подобно-изме- 
няемой системы находятся въ однородной или коллинеарной зависимости, 
мы не получимъ уже однообразнаго движетя этой системы. По уравне- 
Н1ямъ (52) легко при этомъ видеть, что траектор1и всехъ точекъ бу- 
дутъ въ однородной или коллинеарной зависимости между собою. Обра- 
щен1е движен1я дастъ уже движете системы однородно-изменяемой или 
коллинеарно-изменяемой. 

Что касается до неизменяемой системы, то у нея не существуетъ 
такого однообразнаго движен1я, при которомъ одна точка неподвижна, 
а другая, основная, можетъ иметь какое угодно движен1е; по согласно 
съ предыдущимъ можно всякое движение неизменяемой системы съ тре- 
мя степенями свободы разсматривать какъ однообразное. Для того, что- 
бы при этомъ и обращенное движенье было движен1емъ неизменяемой 
системы, можно взять только какое-нибудь поступательное движете. 



*) См. Вигте81ег, 8сЫот. 2е1*8сЬг. Г. МаЛ. и. РЬ. и „Кинематику по- 
добно-изменяемой системы" П. Сомова. 



ГЛАВА П. 

ДеФормц1я коллинеарно-изм1Ьняемои системы. 

13. Объ изучен1и деформац1и вообще. 

Переходя къ изучен1ю деформацш колдинеарно-изм*няемой системы, 

сд'Ьлаемъ прежде всего общее зам-Ьчанге касательно избраннаго нами 
для этого нр1ема. Обыкновенный пр1емъ, употребляемый главнымъ обра- 
зомъ въ теор1и упругости и въ гидродинамигЬ, основанъ на разсматри- 
ванш безконечно-малыхъ элементовъ системы, изъ которыхъ каждый 
можно считать системою однородно-изм-Ьняемою. Изучая, какъ изм-Ьня- 
ются, съ переходомъ отъ одной точки данной системы къ другой, на- 
правлен1я главныхъ осей деформации и величины удлиненШ по этимъ 
осямъ, можно составить себЬ понят1е о деформацш всей данной системы. 
Далеко не всегда такой пр1емъ приводить къ ц*ли, такъ какъ это часто 
приводитъ къ сложнымъ вычислен1ямъ, не соотв'Ьтствующимъ характеру 
деформац1и, которая можетъ быть при этомъ весьма простою по своимъ 
геометрическимъ свойствамъ. Всл'Ьдствхе этого теряется наглядное пред- 
ставлеше объ этой деформац1и. Это становится понятнымъ, если принять 
во внимаше, что различный изм-Ьняемын системы подчиняются различ- 
нымъ законамъ деформацш, которые, если разсматривать изменяемую си- 
стему конечныхъ изм'Ьрен1й, по своему характеру могутъ вовсе не соот- 
ветствовать параметрамъ, изм*ряющимъ деформацш однородно-изменя- 
емой системы. 

Въ такихъ случаяхъ другой путь можетъ скорее и проще привести 
къ цели. Для каждой изменяемой системы мы можемъ выбирать особые 
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параметры деформащи, такхе, которые для этой системы наиболее ха- 
рактерны и которые поэтому наиболее простымъ и нагляднымъ образомъ 
выражаютъ законы деформацш этой системы. 

Эти посл'Ьдн1я соображен1я относятся и къ йзучен1ю деформац1и 
коллинеарно-изм'Ьняемой системы трехъ изм'Ьренш. Мы знаемъ уже, что 
однородно-изменяемая система представляетъ собою частный случай си- 
стемы коллинеарно-измЬняемой; поэтому мы найдемъ параметры дефор- 
мац1и, характерные для коллинеарно-изм-Ьняемой системы, если изъ ура- 
внен1й движен1я этой системы выд'Ьдимъ т* элементы, которые опред1&- 
ляютъ движен1е однородно-изм-Ьняемой системы, и определимъ движен1е, 
которое поел* этого останется у коллипеарно-изм-Ьняемой системы. 

14. ВыдЪлен№ деформащи, характеризующей коллинеарно-изм'Ь- 
няемую систему. 

Три общ1я уравнешя движен1я коллинеарно - изменяемой системы 

(5) можно заменить следующими шестью: 



(64) 



е = 4^а + ^^Ь + %с+^^ 
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'П = 



^'^а + ^Ь + %с+^^ 
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г«+х^ + т«+- 



^г 
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кт^ 




та -(- ^3/> -|- "{С. 


+ 1' 


кг 


• 



па + '^^I) 4- г + I ' 



причемъ въ поел'Ьдпнхъ трехъ формулахъ можно, воспользовавшись ура 
вие1пяии (64), подставить: 

((>(}) аа + [36 + -^с + 1 = к (кЛ + Х,т) + Х,С + 1), 

ГД* 



(07) Х,= 
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Л 



^3? ^^Я^ ' 3 



7 к, 
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-^3? ^^8? ^3 
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А„ В„ С\ 
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^■1о, 7>.>, г , 







л = 



37 






(68) 



-^3? ^3> ^3 

А = 1 — (2), А, + А X, + А у. (69) 

Сравнивая формулы (67) и (68) съ формулами (6) и (7), мы видимъ, 
что Х^, Ху, Хг отличаются только знакомъ отъ величинъ X, |х, V формулъ (4). 
Такимъ образомъ отъ иачальнаго подожен1я всякой точки коллине- 
арно-изм'Ьняемой системы къ ея конечному положен1Ю можно перейти по- 
мощью двухъ сл'Ьдующихъ преобразованШ, формулъ (64) и такихъ: 

^ 
X = 



X, 


г + 




с + 1 


X, 


$ + 


X, >) + X. 

с 


С +1 



У ^ (1 \ ^ ^ \ ^ г \ л ' (70) 



Уравнешя (64) выражаютъ въ еамомъ общемъ вид-Ь движен1е однородно- 
изменяемой системы, а формулы (70) опред'Ьляютъ движен1е, которое 
характеризуетъ деформацш собственно коллинеарно-измЬняемой системы. 
Эту деформацш мы будемъ называть раздвтатем?^, по причинамъ, ко- 
торый будутъ объяснены въ сл-Ьдующихъ § §. 

15. О раздвиган1и. 

Условимся называть раздвтатемз изм'Ьняемой системы такое ея 
движен1е, въ которомъ вс* точки, лежащ1я въ параллельныхъ между со- 
бою плоскостяхъ, переходятъ въ плоскости, параллельный первопачаль- 
нымъ, перемещаясь при этомъ по векторамъ, проведеннымъ къ нимъ изъ 
одного общаго полюса, который мы будемъ называть цешпромд раздви- 
гати. Можно будетъ показать, что формулы (70) выражаютъ дефор- 
мац1Ю именно такого вида. 

Пусть будетъ О центръ раздвиган1й а 5 и 8' разстоян1я его отъ 
одной изъ параллельныхъ плоскостей до и послть раздвиган1я. Величину 

о — о 



О о 



условимся называть величиною раздвигатя, а направлен1е нормали, 
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проведенной изъ точки О къ плоскости Р, которая порержена раздви- 
ганш, въ ту сторону, куда происходить перем'Ьщен1е этой плоскости, — 
направлетемд раздвигатя. Ниже мы увидимъ, ч*мъ оправдывается 
сд'ктанный нами выборъ выражен1я для изм'Ьрен1я величины раздвиганхя. 
Мы увидимъ также, что эту велтпну раздвтатя удобно изображать 
графически, откладывая ее изь центра раздвитнгй вд видть векто- 
ра по направлент раздвтатя. 

Зам'Ьтимъ зависимость между величиною раздвиган1я и коэффи- 
1центами плоскости до и послл раздвигап1я. Если х^, у^ х^ суть коор- 
динаты центра раздвиган1Й и 

уравнеше раздвигаемой плоскости, то координаты какой-либо ея точки 
поел* раздвигания будутъ: 

х' =^ X -\- оЬ' {х — х^ , 

(71) у' = 3/ + ^ 8' (2/ — З/о) ? 

2' = 2 + а 8' (^ - Ч) , 

и будутъ удовлетворять уравнеп1ю 

Между а, {X и (х' будетъ поэтому сл'Ьдующая зависимость: 

(72) ^^ь' = |х + а 8' (X.,. л'о + X, .г/о + >^.- ^о + 1^)- 

Деформац1Я коллинеарно-изм'Ьняемой системы въ общемъ случа-Ь 
сопряжена съ раздвиган1ями, имеющими общее направлеше и одинако- 
вую величину. Можно видеть, что этими раздвигашями и характери- 
зуется отлич1е деформац1и коллинеарно-изм'Ьняемой системы отъ дефор- 
мац1и системы однородно-изм-Ьняемой; такъ-что последнюю можно раз- 
сматривать какъ систему коллинеарно-изм'Ьняемую, только лишенную 
раздвигашй. ДМствительно, формулы (70) опредЬляютъ раздвиганге 
по направлешю, нормальному къ плоскости: 

(73) X, с -|- X, г^-\-\,:~\-\ == пост. = ^; 

потому-что координаты всЬхъ точекъ, лежащихъ въ этой плоскости, уве- 
личиваются въ отношеши 1 : ^ при перем'Ьщен1и, выраженномъ форму- 
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лами (70), и следовательно, двигаясь по векторамъ, проведениымъ къ 
точкамъ этой плоскости пзъ начала координатъ, переходятъ въ другую 
плоскость, параллельную первой. Центромъ раздвнганШ служить начало 
координатъ. Точно такъ-же точки, лежащая въ какой-нибудь другой пло- 
скости, параллельной плоскости (73), получаютъ раздвиган1е потому-же 
направленш и съ т-Ьмъ-же центромъ. 

Величина раздвиган1я будетъ одинакова для всЬхъ параллельныхъ 
между собою плоскостей. Действительно, по формуламъ (71) и (70) для 
величины раздвиган1я мы получаемъ: 

3 й' = ^' — ^ = У — ^ _ ^ — ^ 

(74) 
^ Х.Л + ^. ^ + >-^ С ^ 1 - д 

А постоянный членъ въ уравненш плоскости после раздвигания полу- 
чимъ, принявъ во вниман1е, что теперь по формуле (72) 

^х'=(1-^)(1 + а80=^. (75) 

Такъ какъ 

8'= ^' 



то, исключивъ пзъ двухъ последнихъ уравнен1й {!', найдемъ 



^/ ^ ^ —'1 ^ . ^ 



> г 



ч у X/- + X/ + к^ у К' + X/ + К' 

откуда 

3 = |/ ХТНРТТ+Х? . (76) 

Итакъ величина раздвиган1я не зависитъ отъ начальнаго разстоян1я пло- 
скости отъ центра раздвиганш, т. е. одинакова для всехъ параллельныхъ 
между собою плоскостей. 

Формулы (45) и (67) могутъ служить для определен1я величины 
и направлешя раздвиган1я, когда движен1е системы задано движен^емъ 
пяти точекъ. 
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16. ПеремЪщен1я раздвигаемыхъ плоскостей. 

Просл^дймъ, какъ изменяется отношен1е перем'Ьщен1я раздвигаемой 
плоскости къ ея первоначальному разстоянш отъ центра раздвиган1й, т. е. 

^ = ОО' 

съ изм1Ьнен1емъ д отъ — оо до -|-оо. При 



Я = 



оо 



форхмула (74) даетъ 



5^-5 __ 



а форв1ула (75) 



а' = — 1; 

стало быть вс1Ь точки, лежавш1Я въ безконечно-далекой плоскости 

(77) Х^ + Х,г^ + ^^С = -оо, 
перешли въ плоскость 

(78) \Л + К^^-^К^ = 1^ 

При изм^ненш ^ отъ — оо до — в, гд* в безконечно - малая по- 

^^ ^ • * 

ложйтельныя величина, — ^^ — будетъ, оставаясь отрицательнымъ , 

о 

приближаться къ — оо, и точки, лежавш1я въ плоскости 

ХЛ + Х.г, + ХД+1="3, 

удаляются въ безконечность. 
При 

/^ ___! будетъ положительнымъ безконечно-большимъ числомъ, и точки 

о 

плоскости 

ХЛ-Х,г^ + >^^С+1=+^ 

удаляются въ безконечность по направлен1ямъ, прямо противуположнымъ 
перем'Ьщен1ямъ соотв'Ьтствениыхъ точекъ предыдущей плоскости. Та- 
кнмъ образомъ, при непрерывномъ раздвиганш коллинеарно-изм'Ьняемоп 
системы, точки плоскости 

ХЛ-Х,г;+Х..С+1=0 
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переходить въ безконечно-удаленную плоскость и черезъ безконечность 
— въ другую безконечно-удаленную плоскость, параллельную первой, но 
лежащую съ другой стороны отъ центра раздвиган1й. 

При изм-Ьненш ^ отъ О до -[^ 1 , — ^ — отъ -|- оо приближается 
къ О, и сл1Ьдовательно точки плоскости 

не претерп'Ьваютъ раздвиган1я, т. е. эта плоскость при раздвигаши всей 
системы остается неподвижною и всЬ точки ея сохраняютъ свое поло- 
жеше. 

Наконецъ, при изм'Ьнен1и ^ отъ -|- 1 до -1- со , — ^ — принима- 

етъ отрицательныя значеп1я и переходитъ въ — Л, Точки, лежавш1я 
первоначально въ безконечно-далекой плоскости, находящейся по другую 
сторону отъ центра раздвигаши ч'Ьмъ плоскость (77), переходятъ въ 
плоскость (78). 

Итакъ, для конечнаго раздвиган1я коллинеарно-изм'Ьняемой системы 
характерны три сл'Ьдующихъ параллельныхъ между собою плоскости: 
1) дв'Ь плоскости, находящ1яся на разстоянш 



П-*+х/+х 



2 

•к 



отъ центра раздвигаши по разный отъ него стороны; одна изъ нихъ 
при раздвиган1и удаляется въ безконечность, а другая представляетъ со- 
бою конечное положен1е плоскости, находившейся до раздвигаши въ без- 
конечности, и 2) плоскость, проходящая черезъ центръ раздвигаши, пред- 
ставляющий геометрическое м4сто точекъ, который при раздвиганш 
остаются неподвижными. 

17. Разложен1е раздвиган1я по иоординатнымъ осямъ. 

Раздвигаше по своему кинематическому значешю представляетъ 
аналогш съ другими кинематическими элементами. Эта аналог1я про- 
является между прочимъ въ вопросе о составпомъ раздвиганш, т. е. о пе- 
рем*щенш коллинеарно-изм'Ьняемой системы, состоящемъ изъ двухъ по- 
сл*довательныхъ раздвиган1й. Къ этому вопросу въ общемъ вид* мы 
обратимся ниже, а теперь покажемъ, что раздвигаше, если его изобра- 
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жать графически, какъ это указано въ § 15, можетъ быть разложено по 
координатнымъ осямъ. 

Формулы (70) опред'Ьляютъ раздвиган1е, центръ котораго находит- 
ся въ начал* координатъ. Замйнииъ теперь эти формулы бол-Ье общи- 
ми, предположивъ, что центръ раздвиган1Й находится въ какой-нибудь 
другой точк* (а^о, 2/о, ^о)\ ^ти формулы будутъ: 



Я/ -~~- *Х/л ^— 



5 — а?о 



^Д5-^о) + ^.(>1-Уо) + ^.(С-2:о) + 1 



(79) у_у == ^^— Уо 



2 — 210 = 



^ — ч 



Хх(5-^о; + Х,(73-уо) + ^ДС-2^о) + 1. 



Пусть будутъ Хд,, \у, Х^ величины трехъ раздвигашй, происхо- 
дящихъ по направлен1ямъ координатныхъ осей около одного и того-же 
центра {х^у з/о» ^о)- Координаты какой-нибудь точки въ этихъ посл-Ьдо- 
вательныхъ раздвигашяхъ будутъ выражаться сл*дующимъ образомъ: 
въ первомъ раздвиган1и, по оси х\ 

^» - Х.(5 - а^о) + 1 ' 

ВО второмъ раздвиган1и, по оси у : 

У у О • 



а въ третьемъ раздвиганш, по оси г : 



П XV. «Л 



Ж ' — Ж 



О 



^ ^0 — ТТЛ « \ I 1 » У У^^ — 



_,, _ У — Уо 



о - х,(2" - V + 1 ' "^ ''" ■" Ц^" - ^о) + 1 ' 



25" — 2{п 



Ц^"-2^о)+1' 
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Исключая изъ этихъ девяти уравнен1й координаты х', у', г*, ж", у, г", 
мы получимъ формулы (79), опред*ляющ1я раздвиган1е, величина кото- 

раго равна т/хТ+ТТ+Х* > ^ направлен1е составляетъ съ осями коор- 
динатъ углы, косинусы которыхъ пропорщональны ведичинамъ слага- 
емыхъ раздвиганШ. Отсюда сл-Ьдуетъ: 

Всякое раздвиганге можетз быть разложено на три раздета- 
тя по направлешямд осей координата сд тгьмъже общимъ цен- 
тромд, какд и данное раздвиганге, причемз величинами раздвтангй 
будутз проекцги на осяхъ координатз величины даннаго раздвигангя. 
Легко видеть, что эти раздвиган1я могутъ быть произведены въ какомъ 
угодно порядк*. 

18. Деформафя однородно-изм'Ьняемой системы. 

Для опред'Ьлен1я деформац1и и вообще свойетвъ перемйщенья кол- 

линеарно-изм'Ьняемой системы, мы должны кром* раздвиган1й принять 
во внимаше движете, выражаемое формулами (64), т. е. движен1е од- 
нородно-изменяемой системы. Хотя изучен1е этого движен1я можно най- 
ти съ большею или меньшею подробностью во многихъ сочинен1яхъ по 
гидродинамике и по теор1и упругости*), мы должны его разсмотр-Ьть 
здесь, ввиду того, что этотъ вопросъ тесно связанъ съ кинематикою 
коллинеарно-изменяемой системы. При этомъ намъ придется обратить 
вниманге на некоторый его стороны, который обыкновенно не затроги- 
ваются, но представляютъ интересъ при характеристике движен1я кол- 
линеарно-изменяемыхъ системъ вообще. 

Полное перемещен1е однородно-изменяемой системы мы можемъ 
разложить на следующ1я три части: 1) на поступательное перемеще- 
Н1е системы, определяемое перемещешемъ одной изъ его точекъ, кото- 
рая можетъ быть выбрана произвольно; 2) на вращательное движенье 
системы около этой точки безъ изменен1я формы и 3) на чистую де- 
формацш, при которой, какъ мы уже знаемъ, шаръ, произвольно выде- 
ленный въ системе, превращается въ эллипсоидъ. Полагая 

*) ТЬошаопапйТа!*, КаШга! РЬИоворЬу §§ 154—185. 
КхгсЬЬоГГ, МесЬашк, 2еЬп1;е УоНезип^. 
Жуковск1Й, Кинематика жидкаго т-Ьла, Мат. Сборн. Москов. 

М. О. 1876 г. и Гидродинамика. 
Бобылев ъ, Гидростатика и теор1Я упругости. 
1ЪЪе*8оп, МаШ. Шеогу оГ регГесЙу еЫзИс воМв §§ 47 — 129 
и др. 
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. = 2Г+А, 

(80) У = А^а^ Вф 4- С^с , 

мы можемъ разсматривать />, , />2 > ^з ^^^ъ слагаемый поступательна- 
го перем-Ёщеихл системы, равнаго перем-Ьщенш точки, находившейся въ 
начальный моментъ въ начал-Ь координатъ. Такъ какъ деформащя си- 
стемы происходитъ во всЁхъ ея частяхъ однороднымъ образомъ, то для 
ея изучен1я достаточно изучить деформац1Ю какой-либо ея части. Для 
этого мы выберемъ шаръ, центръ котораго въ точк* (X), , О^, В^ ), 
а рад1усъ равенъ единиц*. Чтобы определить зависимость коэффиц1ен- 
товъ въ формулахъ (80), опред'Ьляющихъ вращен1е и чистую деформа- 
ц1ю системы, отъ об-Ьихъ этихъ частей перем-Ьщешн, проведемъ черезъ 
точку (Д, А, А) новыя координатныя оси (^, т]. С), совпадающ1я 
въ разсматриваемый моментъ движен1я съ главными осями эллипсоида, 
въ который деформировался данный шаръ. Эти оси въ еравненш со 
всякими другими тремя ортогональными направлеи1ями им^готъ то отли- 
чительное свойство, что он* и до деформац1и были ортогональными. Это 
можно видеть сл-Ьдующимъ образомъ. Въ одномъ изъ большихъ круговъ 
псрвоначальнаго шара проведемъ два взаимно перпендикулярныхъ д1а- 
метра и дв* системы параллельныхъ имъ хордъ. По основному свойству 
однородно-изменяемой системы вс* параллельный между собою хорды 
и поел* деформац1и остаются параллельными. Притомъ средины этихъ 
хордъ остаются ихъ срединами, такъ какъ линейное расширен1е всЬхъ 
прямыхъ лин1й происходитъ одинаковымъ образомъ во вс*хъ ея ча- 
стяхъ (§ 4) и следовательно об* половины хорды удлиняются одинако- 
вымъ образомъ. Отсюда сл*дуетъ, что оба дхаметра круга обратятся въ 
сопряженные Д1аметры эллипса, въ который кругъ деформируется. Оче- 
видно теперь, что и обратное заключен1е справедливо: всяк1е два сопря- 
женныхъ Д1аметра эллипса, если только онъ до деформащи былъ кру- 
гомъ, были первоначально взаимно-перпендикулярными д1аметрамп этого 
круга; слЬдовательно всяк1е три сопряженныхъ дьаметра эллипсоида, 
въ который обратился шаръ, были первоначально ортогональными Д1аме- 
трами этого шара. Это ел*дуетъ сказать и относительно главныхъ осей 
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эллипсоида. Это суть стЬдовательно так1я три ортогональныя прямыя, 
которыя при деформацш системы остаются ортогональными. Поэтому мы 
можемъ движен1е, выражаемое формулами (80), разсматривать состоя- 
щимъ изъ вращательнаго перем'Ьщен1я этихъ ортогональныхъ прямыхъ, 
по направлешю которыхъ мы примемъ координатный оси (4, т], С), и изъ 
деформащи, при которой эти оси уже своего направлен1я не изм'ёняютъ. 

Пусть будутъ а, , (/, , аз , р1 , Ра , Рз > Т1 » Т2 » Тз косинусы угловъ, 
составляемыхъ начальными направлен1ями этихъ осей съ неподвижными 
осями координатъ, и а/, а/, ад', р/, р/, рз'> 'Г/> Тз'» Тз' — ихъ на- 
правлен1я поел* вращен1я системы. Означая черезъ ^, т], С начальный 
координаты точекъ системы по отношенш къ этимъ осямъ, им-Ьемъ: 

,3 = Э,а + р,Ь + рзс; (81) 

Пусть будутъ ^', т/, С координаты той-же точки системы по отношен1Ю 
къ подвижнымъ осямъ координатъ послгь деформацш; тогда можно на- 
писать: 

^ = <5'+р/т1' + т/С, 

У = а,' 5' + р,' V + Ъ' С , (82) 

Разсмотримъ шаръ, описанный около подвижнаго начала коорди- 
натъ рад1усомъ равнымъ единиц'Ь. Уравнен1е его по отношенш къ по- 
движнымъ осямъ координатъ будетъ: 

Поел* деформац1и этотъ шаръ обращается въ эллипсоидъ, оси котораго 
совпадаютъ съ подвижными осями координатъ; уравнен1е его должно по- 
этому им^ть видъ: 

5'2 т^'з {;'2 

[Б^^ + :^2 + ;^ = 1- (84) 

Для того, чтобы уравнеше (83) могло обратиться въ (84), между коор- 
динатами ^', т^', С и ^, 7], С должны существовать линейный зависимо- 
сти и притомъ сл-Ьдующаго вида; 
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(85) г( = Е^ 72, 

с = ^3 с. 

ДМствительно, такъ какъ оси эллипсоида совпадаютъ съ осями коорди- 
натъ, то точки шара, находивш1яся до деформащи на одной изъ осей 
координатъ, могли перем-Ьститься лишь вдоль этой оси: въ противномъ 
случа* вся система получила-бы вращен1е. Поэтому необходимо, чтобы 
для точекъ, для которыхъ напр. т] и С равны нулю, поел* деформац1и 
были г1 и С равны нулю; т. е. выражения для г/ и С не должны содер- 
жать координаты ^; точно также выражешя д-хя С и ^ не должны со- 
держать координаты У], а выражен1я для ^' и т]' — координаты С- 

При деформации, выраженной формулами (85), точки, лежавш1я въ 
координатныхъ плоскостяхъ (т] С), (С ^), (^ ^^ въ нихъ и остаются; 
точки, лежавш1я въ плоскостяхъ, параллельныхъ координатнымъ, и поел* 
деформац1и образуютъ плоскости, параллельный т-Ьмъ-же координатнымъ 
плоскостямъ. ВсЬ плоскости, параллельный между собою, поворачива- 
ются на одинъ и тотъ-же уголъ, такъ какъ въ однородно-изменяемой 
систем* он* и поел* деформации должны оставаться параллельными меж- 
ду собою. Всяк1я дв* плоскости, одинаково наклоненный къ координат- 
ной, поворачиваются въ противуположныя стороны на одинаковый 
уголъ. 

Эллипсоидъ (84) мы будемъ называть эллипсоидомп деформащи, 
а оси его главными осями деформащи; удлинения, происшедш1я по 
направлен1ямъ этихъ осей, главными удлинетями. Величины этихъ 
удлинен1й, отнесенныя къ единиц* длины, суть очевидно Д — • 1, 
Д — 1 , Д — 1 . Помощью нихъ можетъ быть опред*лено удлинен1е, 
происшедшее по какому-нибудь направлен1Ю, такъ какъ, зная первона- 
чальную длину какого-нибудь вектора, проведеннаго изъ центра шара (83), 
мы можемъ по формуламъ (85) опред*лить его изм*ненную длину. 
Всякая прямая системы, геометрически равная выбранному нами вектору, 
получитъ то-же самое удлинеше, какъ это видно изъ того, что въ одно- 
родно-изм*няемой систем* параллелограммъ и поел* деформац1и остается 
параллелограммомъ. 

19. Вычислен1е элементовъ деформац1и по ноэфф11Ц1ентамъ ура- 
внен1й движен1я. 

Вопросъ о деформац1и однородно-изм*няемой системы можно счи- 
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тать р1^шенныиъ, если по даннымъ коэффиц1ентамъ уравнен1й (80) бу- 
дутъ опред'^ены величины Е^, Е^, Е^ и направлен1я осей эллипсоида 
(84) до деформац!и и послт нея по отяошен1ю къ неподвижнымъ осямъ 
координатъ. Чтобы сд'Ьлать это опред'Ьлен1е, подставинъ въ уравнен1я 
(82) выражения (85). Введя потомъ сюда при помощи зависимостей 
(81) координаты а, Ь, с, подучинъ: 

X = (а^а/Д + р. 3,'Е, + 7.Т1'-Е^) « 
+ (а,а.'Д + %^,'Е^ + ьъ%) Ь 

+ (се^о^'Д + р,р,'Д, 4- -ГЛ'^) Ь (86) 

г= (а,а,'Д + %р,'Е^ + т^Тз'-Б,) « 
+ («^«з'-Е. + р,.|Зз'Д + Ыз'-Бз) Ь 
+ («заз'Д + рзрз'-Б, + ТзТз'^з)'^- 

Эти уравнешя содержатъ 21 неизв'Ьстную: Д, Д, -Ез и 18 косину- 
совъ. Для ихъ опред1&ден1я ин'Ьются сл'Ёдующ1я 21 зависимость: 

1) девять зависимостей, выражающихъ тожественность формудъ 
(86) съ формулами (81): 

«Л'-^! + ^,^1'Е, + ч^ч'Е, = А, , 

«Л'Д + р,р,' Д + -(^ч.'Е, = В, , 

а,а/ Д + р,р/11, + ТзТх'-Е, = С, , 

Ч<Е, + [З.Р,' Д + тЛа'^з = ^. , 

«л' Д + Рзр»' -Бз + ч.ь'Е^ = Б, , (87) 

«,«,' Д + рзР,'^?, + т,^,'^?з = С, , 

«,«,' Д + р^р,' Д + т.тз'^з = ^3 , 

а,а,' Д + р,р,' Д + т,7з'-Е?8 = ^з , 

«заз'^, + Рзрз'-Е^» + ТзТз'-Б, = С, ; 

2) шесть зависимостей между косинусами: 

«а* + Р2*+Т»' = 1, (88) 
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(88) «2'^+р2'^+Т2''-=1, 
3) шесть услов1й перпендикулярности: 

«ааз + раРз + ТаТз = О , 
аза1 + р8Р1 + Т8Т1=0, 
а1аа + 31Р2 + Т1Т2=0, 

(89) «2'аз' + Р2'Рз' + Т2'Тз' = 0, 

«з'«1' + Рзф1' + Тз'т/=0, 

Опред-Ьденхе 21 неизв'Ьстной можетъ быть на самомъ Д'Ьд'Ь выпол- 
нено сл'Ёдующимъ образомъ. Сначала постараемся исключить всЬ коси- 
нусы; для этого умножимъ первое изъ уравненШ (87) на а/, четвертое 
на а^', седьмое на аз' и сложимъ; на основаи1и зависимостей (88) 
и (89) подучимъ тогда: 

(90) ' «1^ = А,а,' + ^«2' + Лаз' , 

И такимъ-же образомъ найдемъ еще: 

«2^1 = ^х»!' + БаЛа' + ^з«з' ? 
0^3-^1 = С'хах' -}- СаЛа' -|~ ^^з' • 

Подобнымъ-же образомъ можно составить сл'Ёдующ1я зависимости: 

(92) аа'^1 = Л»! + ^2а2 + С^а^ , 

^г-^1 = -^3^1 4" ^3*2 Н~ ^3^3 • 

Умножая уравнешя (92) соотв'Ьтственно на А^, А^, А^, складывая ре- 
зультаты и принимая во вниман1е уравнен1е (90), получимъ: 

«1-2?!^ = ^(^«1 + А«2 + СхЧ) + ^(^«1 + ^«2 + С'аЯз) 
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и подобнымъ-же обрааомъ еще два уравнения: 

+ ^зС^з»! + ^^заг + Сзаз) , 
«3^1^ = С,(Л,а, + Б,а, + 6>з) + ^(^2«1 + ^2«2 + С'.аз) 

+ СзСЛ»! + ^^3*2 + С>з) . 



Полагая 



В,' + В,-^В,^ = 1,,, 
В,С\ + В,С, + В,С, = Ь,, , (93) 

^1^1 + ^2^2 + С'з^з = ^31 7 
Л,Б, + ^Б, + А,В, = X,, , 

МЫ можемъ предыдущ1я уравнен1я такъ представить: 

А2а1 + (^22— ^1^)а2+^28а8 = , (94) 

Такъ какъ а! , а^ , аз не могутъ быть одновременно равны нулю, то 
необходимо: 

^Л— ^1^> ^2? ^31 

^12 > -^22 -^1 > -^23 

7 ^8 7 -^33 ^1^ 



^3^ 



= 0. (95) 



Это уравнен1е послужитъ для опред^летя Д . Составляя подобнымъ- 
же образомъ уравнешя для опред'Ьлен1я Д и Д , найдемъ, что Е ^ 
и Д ^ будутъ удовлетворять тому-же самому кубическому уравненш 
(95); следовательно корни этого уравнен1я опред-Ьляютъ собою квадраты 
всЬхъ трехъ главныхъ удлинен!». Отсюда уже прямо можно заключить, 
что ВС* корни этого уравнен1я будутъ дМствительные, хотя впрочемъ 
это виро и изъ того, что определитель (95) симметрическ1й. Ером* 
того, определяя коэффищенты при различныхъ степеняхъ неизвестной 
Д ^, легко видеть, что уравненге не можетъ удовлетворяться отрица- 
тельными значен1ями Д ^ Следовательно все корни положительные. 
Извлекая квадратные корни изъ найденныхъ выражен1й для Д ^, Б ^, 

7 



".^^ *' с '*•'?: '^ '*'■■ *" '•''' 



•1 ;;=1^* 



.*. 1 
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^Ё7з ^ мь1 ДОЛЖНЫ удвржать подожительныа ихъ значвн1я, такъ какъ по 
самому смыслу Д , Е^, Д положительный. 

Найдя такимъ образомъ главный удлинен1я, можно воспользоваться 
уравнен1ями (94) для опред'Ьлен1я а, , ад, ад, присоединивъ къ этимъ 
уравнешямъ первое изъ уравненШ (88). 

Для опред^ленхн остальныхъ косинусовъ ^1 , рз , ^-^ , у, , Тг » Тз 
послужатъ так1я-же уравнешя (94), т. е. съ т4ми-же коэффищентами, 
только вм-Ьсто Д нужно будетъ подставить Д и Д . Чтобы полу- 
чить выражен1я для этихъ косинусовъ въ еимметричномъ вид*, можно 
поступить по способу, находящемуся между прочимъ у Невве*). 

Когда а, , р, , Тз найдены, то уравнешя (92) и еще шесть 

подобныхъ имъ уравненШ послужатъ для опред*лен1я а/, р/, Уз '• 

Опредйленхе главныхъ удлинен1й и ихъ направлен1й можетъ быть 
также сделано путемъ слйдующихъ соображенШ, который впрочемъ на 
д-Ьл* сводятся къ т*мъ-же уравнен1ямъ. Р-Ьшимъ (80) относительно 
а, 6, с. Для этихъ величинъ мы получимъ линейныя выражен1я 

Подставляя ихъ въ уравнеше шара 

«24-624-02 = 1 , 

мы получимъ уравненге поверхности эллипсоида деформащи, отнесенное 
къ неподвижнымъ координатнымъ осямъ: 

{Р,х ^ а,у + н,г)^ + {Р,х + о,у -]- щгг 

Задача сводится такимъ образомъ къ отысканш величинъ и направлешй 
осей этого эллипсоида, что можетъ быть сд'Ьлано изв'Ьстными пр1емами 
аналитической геометрш. 

20. Чистая деформафя. 

Мы уже вид'Ьли, что чистая деформац1я выражается формулами 

(85), если оси деформащи совпадаютъ съ осями координатъ. Посмо- 



*) Невве, Уойевип^еп йЪег апаЬ Сгеоше<;г1е йев Капшез. 1869. Стр. 
244 — 247, 



^ 
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тримъ теперь, какимъ усдов1ямъ должны удовлетворять коэффищенты 
общихъ уравнен1й движешя однородно-изм'ЬняемоЁ системы, если движе- 
Н1е ея состоитъ изъ чистой деформащи, происходящей по какимз-нибудь 
взаимно-перпендикулярнымъ направлен1ямъ. Такъ какъ въ случа1^ чи- 
стой деформащи оси деформац1и сохраняютъ то направлеше, какое онЪ 
им'Ьли въ начальномъ положеши системы, то теперь 

^^ = Ч. р,'^=р,, Т2; = Т2; (96) 

«8 = 0^3 > Рз = Рз > Тз = Тз • 

Всл4дств1е этого теперь, какъ показываютъ формулы (87), 

/>8 = ^ч > ^1 = -^8 У -^2 ^^^ "^1 ' 

Это нетолько необходимый, но и достаточныя условгя суще- 
ствован1я чистой деформащи. Чтобы это доказать, нужно показать, 
что равенства (97) влекутъ за собою равенства (96)*). Въ § 19 было 

замечено, что косинусы а/, р/ Уз ' могутъ быть найдены по фор- 

муламъ (92) и имъ подобнымъ, поел* того какъ вычислены Д , Е^, Д, , 
а, , р, , Уз • Но т-Ь-же самые косинусы можно определить и не- 
посредственно преобразован1ями, подобными т*мъ, который привели къ 
уравнешямъ (94). Умножая для этого (90) и (91) соответственно на 
А^, В^^ С^у складь^вая результаты и принимая во внимание уравнешя 
(92), получимъ: 

А2'«/ + (^гг - ЕгК + ^2з'аз' = о , 

ы< + ^2з'^2' + г^зз' - Ег)^^ = о , 

гд* 

-^22 = -^2 Ч" -^2 4~ ^2 У 

-^зз' = А^ Ч" -^3 4" ^8 ; 



'*') Въ различныхъ руководствахъ это обыкновенно или принимает- 
ся само собою понятнымъ, или доказывается т1^мъ соображенхемъ, что те- 
перь уравнешя движешя системы содержатъ шесть различныхъ коэффи- 
Ц1ентовъ, и что какъ-бы ихъ ни задавать, по нимъ могутъ быть определе- 
ны шесть параметровъ чистой деФормащн: три удлинен1Я и три угла, 
опред*ляющ1е направлешя посл*днихъ (Ка!. РШ*, Ткошзоп апЛ Та!!). 
Так1Я соображешя нельзя считать достаточными, и мы считаемъ поэтому 
непосредственное доказательство необходимымъ. 
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-^23 = -^2*^3 I -^2-^3 "| ^2^3 9 

А,' = А,А.^ + Б,Б, + (7,С, . 
Предполагая существоваше равенствъ (97), мы увидимъ, что 

г/ г г/ г г/ г 

-^'ц -«-'11 } ^22 ^22 7 -'-'33 -^88 ^ 

Г/ Г Г' Г Г/ Г 

-^28 -^23 ? ^31 -^31 ^ -^12 -^12 ' 

Такимъ образомъ для 011ред'Ьлен1я об^ихъ сиетемъ косинусовъ а, ', 

Р/, Уз ' и а, , Р^ , Уз теперь имеются одни и т-Ь-же линейныя 

уравнен1я. Сл'Ьдовательно координатныя оси при деформацш вращен1я 

не получаютъ, т. е. деформац1я чистая. 

21. Удлинен1я и отклонен1Я векторовъ однородно-изм-Ьняемой си- 
стемы при чистой деформацт посл'Ьдней. 

Разсматривая чистую деформац1Ю, мы видимъ что три прямыя ли- 
нш въ систем* — главныя оси эллипсоида деформации — сохраняютъ свое 
направлен1е. По основному свойству однородпо-изм-Ьняемой системы то 
же самое им^етъ мЬсто и относительно всякой прямой, параллельной 
одной изъ этихъ осей. Разсмотримъ теперь удлинен1е вектора, взятаго 
по какому-нибудь произвольному направлешю, и происходящее при этомъ 
отклонен1е его отъ первоначальнаго направленгя (девгацгю). 

Пусть будетъ Е — 1 удлинен1е этого вектора, проведеннаго изъ 
центра эллипсоида деформацш къ точк* (а, Ъ, с). Согласно опред-Ьде- 
нш, данному удлинен1ю, 



_ ^^ |/Х^+ У^^^г^ — |/а2 -I- 6^ + ^^ 



или, на основаши формулъ (80), 
Е — 1 = 



У(А,а^В^Ъ^С,с)^^(А^аг^Вф-{-С^с)^^(А^а-^Вф^ С^с)^ -Уа^^Ъ^^с\ 

1/^21рр1р^2 

Отсюда мы видимъ, что векторы, получивш1е одинаковое удлгшеше, 
образуютъ конусд втораго порядка. Когда элдипсоидъ деформацш 
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найденъ, удлииен1е Е — 1 легко можетъ быть выражено черезъ глав- 
ный удлинен1я и найдено положен1е конуса равныхъ удлииепш. Отно- 
ся подожеше даннаго вектора къ осямъ $, тг], С, будемъ им^ть 



а конусъ равныхъ удлинен1й будетъ им-Ьтб своимъ уравнен1емъ 

Ось его всегда совпадаетъ съ одною изъ главныхъ осей деформащи. 
Если 

Е^>Е.^>Е^ и Е^>Е>Е^, 

то этотъ конусъ обхватываетъ наименьшую ось эллипсоида деформащи; 
если 

Е=^Е^^ 

то этотъ конусъ превращается въ дв1Ь плоскости, проходящ1я черезъ 
среднюю ось эллипсоида и одинаково наклоненныя къ наибольшей оси 
эллипсоида. Эти плоскости и друг1я, имъ параллельныя, суть очевидно 
плоскости круговыхъ с/Ьченхй эллипсоида деформац1и. Такъ какъ въ 
этихъ плоскостяхъ происходятъ одинаковый удлинен1я по всЬмъ направ- 
лен1ямъ, то всякая фигура, начерченная въ такой плоскости, остается 
подобною самой себ*]^. Если наконецъ 



то конусъ равныхъ удлиненШ обхватываетъ наибольшую ось эллипсоида. 
Векторы, не получающ1е никакого удлинен1я, образуютъ конусъ 

Этотъ конусъ можетъ быть очевидно и мнимымъ. 

Для опред'Ьлен1я девхацГи какого-нибудь вектора, означимъ черезъ р 
его первоначальную длину, черезъ I, ш, п углы, образуемые имъ съ 
главными осями деформац1и до деформац1и, черезъ V, ш\ п* — т-Ь-же 
углы послт деформац1и и зам'Ьтимъ сл'Ьдующ1я формулы: 
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(98) С081 = — , совт ^ — , сов я = — , 

Р Р Р 

СОЙ с' = ^=!- = ' 



-Б Р уЕ^^'^^-}-Е.^' г/' + Е^^ г^ 



(99) 



, Е^1 

сов то = =-^- 



К^1*5» + ^2^Ч*+^зЧ* 



СОЙП = ^- 



И для угла отклонешя 8: 



С08 8 = 



)/ь\ч* + ^^2^г,' + ь^з'С' . кг» + >)« + с^ 



Отсюда мы видимъ, что векторы, получающ1е одинаковое отклонеше, 
образуютъ конусд чвтвертаго порядка. 

Формулы (98) и (99) даютъ также выражен1е для угла между дву- 
мя данными векторами р, и р^ посл'Ь деформацш: 

сов (р,, р,) = ^1^^ + "аГ,.+ С1С. , 

Р1Р2 

СОВ (р/ р,0 = Д,ЧЛ + -^2^^^^. + -^з^С^ ^ 

V {Е,%^ -}- Е,^г1,^ ^ Е,%') (Я|V + ^2V + ^з*С2») 

По этой формул'Ь мы можемъ опред'Ьлить, въ какой параллелограммъ 
обратится поел* деформац1и принадлежащШ систем* прямоугольникъ. 

Для опред'Ьлен1я отклонешя плоскости, нужно только принять во 
вниман1е, что если 

С08 Ь . ^^ С08 М , -^-^ 008 N. с = о 

есть уравнеН1е плоскости до деформацш, то поел* деформацш оно пре- 
вращается въ сл*дующее: 

С08 Ь ^, ^^ С08 М , ^^ С08 N' ^, ^ 
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Точно также для угла в между двумя плоскостями, для котораго до де- 
формацги было 

С08 в = С08 2^1 С08 Ь^ -{- С08 М^ С08 М^^ -\- С08 ^У| С08 ^2 } 

поел* деформац1И будетъ 

С08 X, С08 ^2 С08 М^ С08 М^ СО 8 N1 С08 Х^ 



С08 в = . 

Эта формула можетъ служить для опред'Ьлен1я параллелепипеда, въ ко- 
торый превратится поел* деформад1и параллелепипедъ первоначально 
прямоугольный. 

22. Кинематичеси1е элементы, опред'Ьляющ1е въ общемъ случае 
пере111'Ьщен1е коллинеарно-изм-Ьняемой системы. 

Все сказанное выше относительно деформащи показываетъ, что 
перем'Ьщен1е коллинеарно-изм'Ьняемой системы определяется въ общемъ 
сдуча*]^ сд'Ьдующими кинематическими элементами: 

1) раздвигангемду для опред'Ьлен1я котораго по величин* и по 
направлен1ю требуется знаше трехз параметров?^; 

2) однородною чистою деформацгею; для опред'Ьлен1я осей ея 
и ведичинъ удлинен1й нужно знать шесть параметров^; 

3) перемщенгемд, свойственнымъ твердому тгьлу; это пере- 
м-Ьщеше также определяется шестью параметрами. 

Такимъ образомъ, сообразно съ числомъ коэффищентовъ въ урав- 
нешяхъ движешя колдинеарно-изм*няемой системы, мы им-Ьемъ всего 1 5 
кинематическихъ элементовъ, опред*ляющихъ ея перем'Ьщен1е. 

Мы разсматриваемъ теперь конечныя перем'Ьщен1я; известно, что 
въ этомъ случае, вообще говоря, ре^ультатъ перемещеп1я зависитъ отъ 
того порядка, въ которомъ происходятъ отдельный слагаемый переме- 
щешя. Намъ предстоитъ поэтому разсмотреть, въ какихъ случаяхъ, 
при разложен1и какого-нибудь движен1я коллинеарно-изменяемой системы 
на составные кинематическ1е элементы, нужно принимать во вниман1е 
порядокъ отдельныхъ перемещен1Й, и чемъ выражается вл1ян1е пзменен1я 
этого порядка на результатъ перемещен1я. Для выяснения этого вопро- 
са будетъ полезно разсмотреть предварительно несколько частныхъ слу- 
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чаевъ перем'Ёщешя. При этомъ мы воспользуемся общими формулами, 
приведенными въ §§ 18, 19 и 20. 

23. Расширен1е по произвольно заданному направлен1Ю. 

Пусть движен1е однородно-изменяемой системы состоитъ изъ рас- 
ширен1я, происходящаго по направден1Ю, определяемому косинусами 
I, т, п, причемъ всЬ точки плоскости, проходящей черезъ начало коор- 
дпнатъ и перпендикулярной къ направлению расширен1я, остаются непо- 
движными. Пусть будетъ 



(100) 



г$ + ^^ + **С = Оо 



уравнен1е плоскости, ей параллельной, и Е удлинен1е векторовъ, перпен- 
дикулярныхъ къ этой плоскости. Плоскость (100) поел* деформацш 
переходитъ въ положен1е, определяемое уравнен1емъ 



причемъ 



1х -[- 'ту -[- п2 = 8 , 



8 = ^ . 8^ . 



На основанш этого можно написать: 



П-ОП 

кром* того 
(102) 



1х -|- ту -\- П2 = Е(1^ -|- т,г^ -}- пС) ; 



х = 1р + ^ у у^шр-^-г^, г = пр^^ 



Для определешя р подставимъ эти выражен1я въ уравненге (101); это 
дастъ 

^р = (^; — 1) (И + тт) + пс; . 

Поэтому уравнешя движен1я (102) окончательно примутъ следующ1Й видъ: 



х = [1''(Е 
у = 1га (Е - 

г = п1{Е- 



■ 1) + Щ -+- 1ш(Е — 1)г1 -^ га(Е — 1)1: , 
1) { ^ [ш^(Е — 1; + 1]>] + шп{Е — 1) С , 
1)е + тп(^ — 1)7] 4- [^^^^ — 1) + 1]С . 



24. О сдвиганж. 

Известно, что при деформащи однородно-изменяемой системы пря- 
моугольный параллелепипедъ превращается въ косой; деформацш, состо- 
ящую въ скашиваши граней, мы будемъ называть сдвтатемъ. Это 
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сдвиган1е условимся называть простымъ, если дв* противуположныхъ 
грани, поворачиваясь, остаются прямоугольными (АВСВ п ЕРОН), 
друг1я дв* грани (АОНЕ и ВСОЕ) тоже остаются прямоугольны- 
ми, скользя въ 

своихъ плоско- ! с с 

стяхъ, и осталь- 
ная лишь пара 
граней {АВЕЕ 
и ВСШ1) пре- 
вращается въ ко- 
сые параллело- 
граммы. Одна 
плоскость, 
^К^М, парал- 
лельная грани 
2? С/^6^ паралле- 
лепипеда, остается совсЬмъ неподвижною; мы будемъ ее называть основ- 
ною плоскостью направлен1е скольжен1я плоскости ВССгР (или, 
смотря по услов1ю, плоскости АВНЕ) — направленгемз сдвига- 
нгя; плоскость, параллельную гранямъ АВЕЕ или В С ОН, — плоско- 
стью сдвтатя, а прямую, къ ней перпендикулярную, — осью сдви- 
гангя. 

Величину сдвтангя мы будемъ определять отношен1емъ нерем*- 
щешя какой-либо точки къ разстоян1ю ея отъ основной плоскости, — от- 
ношешемъ для всЬхъ точекъ одинаковымъ. Величину сдвигашя можно 
также опред'Ьлить: 1) какъ тангенсъ угля 8, на который поворачивается 
во время сдвиган1я плоскость АВСВ, перпендикулярная къ основной 
плоскости и къ плоскости сдвиган1я; 2) какъ удвоенный тангенсъ угла 
о, гд* 2а есть уголъ при вершин* равнобедреннаго треугольника, осно- 
ваше котораго равно перем-Ьщенш точки, а высота равна разстояшю этой 
точки отъ основной плоскости. 

Чтобы составить уравнен1я движен1Я однородно-изм-Ьняемой систе- 
мы, когда оно состоитъ изъ простаго сдвиган1я, напишемъ сначала эти 
уравнен1я для проет-Ьйшаго случая, когда основною плоскостью служитъ 
одна изъ координатныхъ плоскостей, напр. (ссу), а само сдвиган1е про- 
исходитъ по направленш координатной оси, напр. оси у. Означая черезъ 

8 
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а', Ъ', с' начальный координаты какой-либо точки, а черезъ а/, у[, ^ ея 
координаты посл'Ё пврем'Ё1цен1я, будемъ очевидно им'Ьть: 

ж' = а', 

(103) ?/ = Ь' + <^8 с' = Ь' 4- Щ^ с', 

г' = с'. 

Перейдемъ теперь къ бол'Ье общимъ формуламъ, когда основною 
плоскостью служить какая-нибудь плоскость, проходящая черезъ начало 
координатъ: 

РХ+ О Г+Л2Г=0, 

гд* Р, ^, -й суть косинусы угловъ нормали плоскости съ осями координатъ, 
и когда направление сдвиган1я определяется косинусами а§, Т, 17. Для 
этого нужно только произвести преобразоваше направлен1я координат- 
ныхъ осей въ формулахъ (103). Пусть будутъ (ж, у^ г) новыя коорди- 
натный оси, произвольно выбранный, и (а, , (3, , у^ ), (а^ , ^^ » Та )» 
(ад , Рз » Тз ) косинусы угловъ, которые съ ними составляютъ оси (а/, 
у[, /). Тогда 

«2 = '^^^ ^2 = 2^7 Тг = ^> 
«3 = ^; Рз = 0; Тз = ^; 

и МОЖНО написать: 

■ 

а' = а^а -|- ^^Ь 4" Тх^; 

Ь' = ^За + ГЬ 4- ^^^; 
г/ = Ра-^-аЪ-^ Вс, 

2^' = ;8я. 4- !?> + Щ 
г' == Рж 4- ОУ + ^2:. 

Исключая изъ этихъ уравнешй координаты а\ Ъ\ с', а/, у, г' при помо- 
щи уравнешй (103), и получимъ искомый формулы: 

ж = а 4- 2 /8 (Ра 4- ОЬ + ^^) *9Ъ 

(104) у = Ь 4- 2 Г(Ра 4- ОЬ 4- ^гс) «5^5; 

г = с 4- 2 1/^ (Ра 4- ОЬ 4- ^с) Ьдо. 

Сравнивая эти формулы съ общими уравнен1ями движеН1я однородно-из- 
меняемой системы, когда у нея отнято поступательное перем4щен1е, мы 
можемъ получить общ1я услов1я для того, чтобы эти П0СЛ1&ДН1Я уравнешя 
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представляли собою простое сдвиган1е въ какой-нибудь плоскости и по 
какому-нибудь направлен1ю. Прежде всего опред'Ьлимъ число этихъ усло- 
В1Й. Сдвиган1е вподн1& определяется четырьмя величинами, ибо семь ве- 
личинъ Р, ^, Е, 8, Т, II, о связаны тремя услов1ями: 

ра _|. ф _|_ ^е» = 1, 

8* -\- 'П -\. ф = I, 

Р8 -\- ат -\- ви = 0. 

Эти четыре величины суть очевидно: два угла, ор1ентирующ1е плоскость 
сдвигав1я, одинъ уголъ, опред1Ьляющ1й направлен1е сдвиган1я въ этой 
плоскости, и наканецъ величина самаго сдвиган1я. Такимъ образомъ меж- 
ду девятью величинами А^, В^, С, должны существовать пять 

условш. Чтобы ихъ написать, сд'^лаемъ сравнен1е коэффищентовъ ^, , 
^1, (7з еъ К09ффиц1ентами въ формулахъ (104): 

Л^ = \-\-2Р8.^дч, В^ = 2С18. 1да, С^=2Е8. 1д(з, 

А, = 2РТ.гдо, В^ = 1 -\- 2 аТ . *да, С^ = 2ЕТ. Ьдо, (\Щ 

Аз = 2Ри.*да, В^ = 2 0.и.Ьда, Сз = 1 -\-2 В11.1да. 

Отсюда легко получмть зависимости: 

Л + 5, 4- с-з = 3, 

(Л - 1) : -Вх : с; = ^ : (-В, - 1) : С^ = А^: В^ : (С, - 1), (106) 

который содержать пять существенно различныхъ между собою усдовШ. 
Бели даны уравнен1я движен1я съ коэффиц1ентами, удовлетворяющими 
услов1ямъ (105), то легко могутъ быть опред^ены величина и напра- 
влен1е сдвиган1я. Формулы (106) даютъ: 

4 Ьд^о = (Л - 1)» + А» + С\» + Л' + (^2-1)" + С,» , 



Р а _ (^1 - 1)» + Л' + Л' 

4 *дЪ 

^ й^ 

о. _ С|' + с,» + (^3 - 1)" 
^ 4^55 ' 



Г108) 
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о . _ (Л - 1) •■' + д.' + <^.'-' 

25. Зависимость между сдвиган1емъ, удлииен1ями и вращен1ями. 

Формулы (104) и (97) показываютъ, что сдвигаше не ложетъ 
быть зам-Ьнено чистой деформац1ей. Посмотримъ, какимъ образомъ оно 
связано съ удлинешями и вращен1ями. Для этого приложимъ къ форму- 
ламъ (103) общш пр1емъ § 19 для отыскашя главныхъ осей деформа- 
цш и величинъ удлиненШ ^). Формулы (93) даютъ: 

^1 = 1? ^22 = 1; ^33 = 1 + 4 *д% 

^23 = 2 (^доу 1.31 = О, Ьц = 0; 

а кубическое уравнен1е (95) принимаетъ видъ: 

(1 — Е^) [1 — 2 (1 + *9'<^) Е' + ^5;^] = О 
и даетъ корни* 

Е^г = 1, Е,- = (1±1Щ' Ег =^ С - '"' Л' 

А такъ какъ удлинеше по самому смыслу всегда положительное, то мы 
находимъ окончательно: 

Е, = 1, 

-^ 14- 8171 О , /Т^ I а \ . /Т^ ^\ 



СОВ а 



Отсюда мы видимъ между прочимъ, что произведете удлинетй при 
простомд сдвтати равно единицть. 



') См. Бобылевъ. Гидростатика и теорхя упругости. Геометрическое 
опред1Ьлеше, см. ТЬотзоп а. Та!!, Nа1;. РЫ1о8. 



^ 
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Чтобы найти направлен1я осей деформац1и до и послп сдвигашя, 
воспользуемся формулами (94) а (92); он* даютъ: 

«1 = 1, р1 = О, -л = О, 
«2 = О, р2 == С08 (I + I) ' Ъ = «"» (^ + ' 

1 

«3 = о, рз = «"' (5 + I) • Ь = — С08 + • 
«г' = О, рг'=С08 (^— I) , Тг' = 8Ш (^ — |) . 

Эти выражения показываютъ, 1) что при простомз сдвшанш дефор- 
мация сопровождается врагцетемъ на уголд 



, К 
= агсЬд — 



1 



гдП) К величина сдвигангя, и 2) что положенья каждого пзз осей де- 
формак-ш, лежагцихд вд плоскости сдвигашя, до и посл/ь деформа- 
цги образуют^ между собою углы, которые раздтляются пополамъ 
биссектриссами грловъ между координатными осями. 

Простое сдвиган1е не можетъ дать такимъ образомъ чистой дефор- 
ыацш. Она можетъ быть однако получена двумя равными сдвигашями но 
направлен1ямъ взаимно-перпендикулярнымъ, такъ какъ так1я сдвиган1я 
дадутъ два равныхъ и нрямо-нротивуположныхъ вращен1я, если нанра- 
влешя этихъ сдвиган1й будутъ выбраны надлежащимъ образомъ. 

Перем'Ьщен1е однородно-изменяемой системы определяется, какъ мы 
видели, 12 кинематическими элементами: тремя поступательными пере- 
м'Ьщен1ями, тремя вращен1ями и тремя удлинен1ями; опред'Ьлен1е носл-Ьд- 
нихъ требовало знан1я шести величинъ, Вместо некоторыхъ изъ этихъ 
элементовъ могутъ быть введены сдвйган1я, который, какъ мы видели, 
представляютъ тоже частный видъ перемЬщешя однородно-изменяемой 
системы; но такое заменеше въ случае конечных^ (а не безконечно-ма- 
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лыхъ) перемгьщенгй, вообще говоря, удобства не представляетъ; потому- 
что, вводя сдвиган1я, пришлось бы указывать порядокъ, въ какомъ он-Ь 
должны быть произведены. Отъ того порядка, въ которомъ произво- 
дятся два поел'Ьдовательныхъ конечныхъ перем'Ьщен1я, зависитъ, вообще 
говоря, результатъ этого перем-Ьщешн. Эти вопросы будутъ ниже раз- 
смотрины. 

26. Вращен1е, сопряженное съ удлинен1е111ъ по иаправлен1ю, 
перпендикулярному къ оси вращен1я. 

Сд'Ьлаемъ еще приложен1е общихъ формулъ (90) до (95) къ опре- 

д'Ьленш сл-Ьдующаго перем'Ьщен1я однородно-изменяемой системы, кото- 
рое намъ придется встретить ниже: 

X = а — Аз Ь Ч~ ^2 ^> 
(109) у = к^а~^Ь—^к^с, 



г = — ^2 а 4" ^1 Ь Н- с. 



Формулы (93) даютъ: 



1^^ =1 + А2^ + Аз^ 
Хзз = 1 + V + А2^ 

-^23 = "'2 "'37 -^31 = "'3 ^1? ^12 ^^= "'1 "'!' 

Всл'Ьдств1е этого кубическое уравнеше (95) принимаетъ видъ: 



К^ + К — (^^ — 1); — ^1 к — к к 

- к к Аз' + К"" - {Е^ - 1), - К ^8 

- К к - к к К' + V - (^' - 1) 



= 



и приводится поел* н'Ьсколькихъ преобразован1й къ следующему: 

(Е^-1у-2{Е^-1)Цк,^^к,^+к,^)^{Е^-1){к,^+к^^ + к,^у = 0. 
Такимъ образомъ для главныхъ удлинен1й получаемъ: 

(110) ^^2 = Д' = 1 + ^1^ + V + V', 

откуда видно, что эллипсоидъ удлинен1й будетъ сжатымъ эллипсоидомъ 
вращен1я. Найдемъ направлен1е его оси, определяемое косинусами а, , 
?1> Уг- Обращаясь для этого къ формуламъ (94), находимъ: 
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Поэтому 



«1= + -=^^= Р.=± '' 



2 



У К' + К' + К' ' [/л. * + л.» + Лз» ' 

(111) 



Ук' + к' + к'' 

Косинусы 0^2 , р2 , Уз , Оз , Рз , Уз остаются неопределенными, такъ какъ 
всЬ три уравнешя (94), если въ нихъ вместо ^^^ подставить изъ (110) 
^Е, или ^Ё'з , делаются тождественными; что можно было конечно предви- 
деть изъ равенства главныхъ удлинен1й Е^ и ^Бз . 

Для определен1я вращен1я главныхъ осей деформац1и, по форму- 
ламъ (92) и (111) им*емъ: 

«/ = «1? ^1= Рп Т1' = Т1- 

Следовательно ось эллипсоида вращен1я своего направлен1я не меняетъ 
и вращен1е т4ла происходитъ около этой оси. Для опред4лен1я угла ср 
этого вращен1я, мы не можемъ непосредственно определить а^ ', р^ ', Уа ', 

^'> Рз'» Тз'> ибо оц, р2» Тг» ^3» Рз» Ъ> отъ которыхъ по формуламъ 
(90) и (91) предыдущ1е косинусы зависятъ, остаются неопределенными; 
но въ данномъ случае '^ можетъ быть вычислено другимъ путемъ. Для 
этого заменимъ въ косинусахъ формулъ (90) и (91) значекъ 1 знач- 
комъ 2 и вместо Е^ подставимъ Д^; тогда по формуламъ (109): 

^2 «а' = «2 — *8 р2 + К Т2^ 

^2 ^2 = К «гЧ- р2 — К Тг; 

^2 Тг' = — ^2 «2 + ^1 ^2+72- 

Умножая эти уравнен1я соответственно на сц , Ра , Уд и складывая, по- 
лу чимъ: 

Е^ С08 (р = 1 

или по формуламъ (110): 



сов 9 = 



/1 + ^1^+^ + ^' 



Итакъ, заданное перемтьщете (109) состоите изд вращетя око- 
ло оси, косинусы угловд которой пропорцгональны коэффицгентамд 
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Л^, ^2? ^Н^ ^ изъ расширетя, однороднаю по встмъ нанравленгямо, 
71ерпендикулярнымд къ этой оси, 

27. О составномъ перем1^щен1и коллинеарно-изм1^няемой системы. 
Общ1я формулы. 

Два посл-Ьдовательныхъ перем'Ьщен1я коллинеарно-изм'Ьняемой си- 
стемы эквивалентны одному простому перемЬщенш этой системы. Р*- 
шимъ теперь несколько вопросовъ относительно зависимости между 
этимъ эквивалентнымъ перем'Ьщен1ез1ъ и двумя данными, а также относи- 
тельно вл1ян1я порядка, въ которомъ производятся слагаемыыя перем*- 
щен1я, на ихъ результатъ. Формулы, опред'Ьляющ1я эти два последова- 
тельный перем'Ьщен1я, пусть будутъ сл'Ьдующ1я: 



^ — а'а ^ ^ъ + ^с + 1 

(112) У — ^'^^^ "^ц, ^ ^^с 4- 1 

_ А,'а + В,Ъ + С'с + Рг' 

а'а 4- ^Ъ + Т'<5 + 1 



X 



_ А^"х' + Д/У + <^1'^' + А'' 



_ А^'х' + А^'У^ + С^'^' + А'' 
(113) 2^— а'^_|_ру_|_у^+1 

» 

ЛУ + АУ + ^зУ + А^^ 

Подставляя въ посл'Ьдн1я уравнен1я выражеп1я для х\ у\ т! изъ 
формулъ (112), получимъ для составнаго перем'Ьщен1я: 



X 



— Л^ + А^ + с^с + А 

аа -\- ^Ь -\- ^с-\- 1 



а а -|- р 6 -]- 7 с -|- 1 

Если положить для С0Еращен1я: 

(115) «"/>/ + р"1),' + у А' + !=!>, 
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то коэффищенты въэтихъ формудахъ представятся въ и1&др>щемъ вид'6: 



(7. = ^- (Сг'А," + С'В," + С'С^" + Т'А" 

А = 1 (А'^1"+ А'-Вх" + А'С'х" + А" 

^^ = 1 (А,' А," + Л'-В/ + ^з'^" + а'А" 



Р 



(7, = ^-(С/Л," + С,'В," + С,'С7," + УА" 

А = ^(А'^2"+ А'А" + А'С." + А" 

Л = ^-(Аг'А," + ^.'5," + Л'С." + «'А" 
Б, = ^(В,'А," + Б,'Бз" + В,'С," + Р'А" 
Са = '-(С,'А," + С.'Бз" + Сз'Сз" + т'А" 

А = ^(А'^з"+ А'А"+ А'^з'Ч- А" 



(116) 



= 1(Л'а"+ ЛГ+ ^зУЧ- «о , 



а 



= И^1'«" + с;'Р" + <^зГ + тО . 



р 



(117) 



Крон1& этихъ формудъ, намъ будутъ нужны еще формулы для коаф- 
фяц1ентовъ уравнешй 

Хж -)- («.у -|- уг -}- 1 ' 
_ Д^ж + ^^'2У + б^^а + А 



ь = 



Хаз -]- {Ау -}- У2 -|- 1 



Хж -|- |лу -)- уг -)- 1 



сдужащихъ для перехода отъ конечнаго положешя системы въ ея состав* 

9 
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номъ перемещении къ начальному. Обращаясь для этого къ формуламъ 

(7), (8), (9), (10) и (И), подставляя въ нихъ выражешя Л^^А^, у 

изъ формулъ (115), (116) и (117), пользуясь при этомъ изв'Ьстнымъ 
правиломъ перемножен1Я определителей п полагая для сокращен1я 

(118) Х'Я," + [л'Яз" + у'Яз" + 1 = 2, 



получинъ: 






ЧБ, 




Ч1'г 




чо. 




чн. 




чК 


(119) 


дГ, 




чОг 




ЧНг 




4^3 




Ч^^\ 




чо. 



. Е'Р," + Е'Р^' + в,Ч\" + Я/(х" , 
= Е^ О'' + Ь\' 04' + ^.' <?з" + /Л' V" , 

= Е'Р>' + Р4Р^^ + е.'^У' + -ЕГг'!*" , 

= Е^ (?," 4- ^У в," + ».' <?," + я; V" , 

= Е'Щ' + 2^,' я," + (У.'Яз" + Я,' , 
= ^,'^/' + Р^Е^' + вз'^з" + Д.'>>" , 
= ^з'-Р/' + РгР-!' + в^з'^^з" + Яз>" , 
= Е^ в," + Р,' 0^' + 6?,' (?з" + Яз' V" , 
2 Яз = Е,' Я/' + Р', Щ" + (?з ' Яз" + Яз' , 

(120) 2{* = ^^'^1" + У-'^г" + ^'^з" + !*" > 

2 V = X' С?/' 4- V-' О^' 4- V' (?з" + V" . 

Всё эти формулы могли-бы быть также составлены по аналогш съ 
формулами (115), (116) и (117). 

Чтобы определить вл1яше элементовъ слагаемыхъ перем1&щенШ на 
разриган1е и на друг1е элементы сложнаго движен1я въ отд1^дьностн, 
воспользуемся формулав^н (64), (65), (66, (67), (68) и (69) иотд*лимъ 
въ формулахъ (114) чистое раздвигав1е отъ перемЪщешя системы какъ 
однородно-изм'Ёняемой. Для этого найдемъ прежде всего Х^,;, Х^, Х^ и к. 
Формула (68) даетъ при помощи изв'Ьстныхъ свойствъ опред'Ьлителей: 

Д'Д" Д'Д" 

Д= ^(Х'Я/' + н^'Я,"4-/Я,"4-1) = ^ч ; 

причемъ Д' И Д" суть значен1я определителя (6) для слагаемыхъ пере- 
м*щенШ; а по формуламъ (67), (7), (8), (9) и (10): 



x, = -^(x'^^',"^-^1'^V'+V'^'а"+^^") , (121) 

X. = - 1 (Х'6?,"+ (*'»,"+ V'<?з" + V") , 

или, принимая во внимаше формулы (120): 

X, = X , X, =^ [Ж , X, ^ V . 

Посл'Ь этого для А; получимъ по формудамъ (69), (116) и (121) сле- 
дующее выражев1е: 

р. ^. к = (а"А' + Р"А' + т"А ' + 1 ) {^'Щ" + ^-'Щ' + V'Я," + 1) " 

+ (А'^/'+1),'Б,"+1)з'С,"+ А") (Х'^/'+Н^'^/+у'^,'Ч-Х") 

+ (А'Л"+ А'5."+ А'С,"+ А") (>^'^1"+^^'^^г"+V'^',"+^.") 
-I- (А'Л"+ А'^8"+ А'С'а'Ч- А") (Х'е1"+^'(?,"+у'е,"+у"). 

Если во второй части этой формулы выд'Ьлить общими множителями 
2),', А'> А' и принять во внимаше тожества (13), (14), (15) и 
(16), то для к получимъ: 

Л = -^ (Х'1>, ' + ,х'А' + у'А' +1) ()^"А " + нь"А" + «"А" + 1) 

ИЛИ также, принимая во внимаыхе тожество (21): 

к = 1(а'Я/+р'Я/ +Т'Яз'+1) (а"Я/'+р"Я,"+т"Яз"+1) . (122) 

Посл'Ё этого перем']^щен1е (114) можетъ быть зам'Ёнено сл'Ёдующи- 
ми двумя посл']&доватедьными перем'Ёщен1ями: 1) перем1^щен1емъ (64) 
безъ раздвнган1я, причемъ для его коэффищентовъ им^емъ: 

А _ (^1 'А, "+ А^В, "+ А^С\ "+ а' Д 1 ") (X' А "+ 1^' А"+ у'А "+ 1) 

Л - (а'Я,'+р'Я,'+т'А'+1)(«"А"+ГА"Ч-Т"А"+1) ' 

А _ (А^^1"+АА"+А'<^1"+ ^'Ру") (Л'А"+ у^'А"+ у'А"+ 1) 
л (а'Я1'+Р'АЧ-т'А'+1)(а"А"+ГА"+т"А"+1) ' 

: ; : : ; : ; ; ; ; ; ; .■::::: : ; : ("^^зу 

А _ (А'Л"+А'А"+А'<?»"+А") (Х'А"+ у.'Щ'-^г у'А"+ 1) 

к ~ (а'Я1'-|-р'Я,'+уЯзЧ-1)(«"Я/'+р"Я,"+-^"Я,"+1) ' 
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и 2) ЧИСТЫМ!) раздв11ган1вмъ, слагаемый котораго на осяхъ коордй- 
натъ выражаются формулами (121). 

Полученные результаты показываютъ, что вб общемб случал со- 
ставнаго перемщенгя коллинеарно-изм'Ьняемой системы раздвташе 
зависите не отз одниха только раздвтангй слагаемыхъ перемтще- 
нгй, но также и отъ параметровъ движен1я системы вакъ однородно-из- 
м']^няемой. Съ другой стороны^ остальные параметры составнаго дни- 
жешя, соотвттствующье движенью безз раздвтатя, зависятъ не 
отъ однихд только подобныхъ-же параметров^ слагаемых^ перемл»- 
щенШу но также и отъ раздвтангй, 

28. О ВЛ1ЯН1И порядка двухъ слагаемыхъ переигЬщенМ коллине- 
арно-изм'Ьняемой системы на ихъ результатъ. Общ1я формулы. 

Какъ известно, положеи1е какой-нибудь системы, полученное посд* 
двухъ посл1^довательныхъ конечныхъ перем'ЬщенШ; зависитъ, вообиде 
говоря, отъ того порядка, въ которомъ эти перем'Ьщен1я производи- 
лись *). Чтобы вл1ян1е этого порядка определить, можно сравнивать 
между собою два различныхъ положен1я системы, полученныхъ при раз- 
дичныхъ порядкахъ слагаемыхъ перем'Ёщен1й, и отыскивать параметры 
того перем'Ьщен1я, которымъ система изъ положешя, полученнаго при 
одномъ порядки перем*щенШ, можетъ быть переведена въ положен1е, 
соответствующее другому порядку перем-Ьщенхй. Найденное такимъ 
образомъ перем'Ьщен1е можно для краткости называть ,, порядковыми''. 

Условимся отличать чертою надъ буквами координаты и параме- 
тры перем4щен1я, полученные при изм-Ьненномъ порядк* слагаемыхъ 
перем^щенхй. Такимъ образомъ пусть будутъ 



X 



аа-|- рЬ + т^Ч" 1 



(124) у= ^2^ + Д2Ь+^^ + -^2 



^) Общ1Й вопросъ о ВЛ1ЯН1И порядка посл'&довательныхъ перем'Ьще- 
шй какой-либо изм1&няемой системы на конечное ея положенхе находится 
въ т'Ьсной связи съ теорхею подстановокъ вообо^е. 11рим1^неше этой теор1И 



— ()9 — 

уравнвиЫ составнаго перем1Ьщви1я, получецныя въ предположен1й, 
что сначала производится перем'Ь1цен1е, опред'бляемое параметрами 

Л^", Д ", 7'"» ^ потомъ перем*щен1е, определяемое параметрами 

^/, В/ 7''- Чтобы получить порядковое перем*Ьщен1е, мы долж- 
ны X, у, г выразить черезъ х, у, х, т. е. изъ шести уравненш 
(114) и (124) исключить а, Ь, с. ОпредЬляя для этого изъ (114) 

а, 6, с, т. е. вводя коэффиц1енты Д , ^\, V и подставляя полу- 

ченныя по формуламъ (4) выражен1я для а^Ъ, с въ уравиен1я (124), 
найдемъ сл^дующШ рядъ формулъ: 



оо? 



+ Ру + Т2 + 1 



у = -^^-^ =#-^ — -. — * ' (12о) 

аж + (Зз/ + Т^ + 1 



• • " 

аж -(- рУ Ч~ Т'' 4~ 1 



гд* 



аЯ,+ рД,+"тЯз + 1 
аЯ1+рЯ,+тЯз + 1 

аЯ^ + ЗЯ,+7Я, + 1 

2) _ ЛД« + АД. -\-_СгЩ + А 

аЯ, + рЯ, + 7Д» + 1 



(126) 



къ конечнымъ перем^щенхямъ изм^Ьняемыхъ системъ представляетъ инте- 
ресное приложеше чисто алгебраическихъ изсл*дован1Й къ кинематикЬ. 
Желательно, чтобы эти вопросы, въ настоящее время еще едва затрону- 
тые (К1еш и Ые, Ма111. Аппа1еп, 1871), были разработаны въ болыией 
П0ЛН0Т1&. 
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(126) 



а//^+р//, + т//з + 1 
^ _ &Д.-|-,ЗХ+тДза + Х 

(127) $ = ^^' + ^^- + 1-^3 + ^^ , 
' аЯ, + ЭЯ,+ тЯзН-1 

аЯ. + [^Я, + ^Яз+1 

При этомъ Д , ^^^ , .... у получаются изъ формулъ (115), (116) и 
(117), если въ нихъ, сообразно съ изм'Ьнен1емъ порядка слагаемыхъ 
перем*щен1й, переставить значки (') и ("). Такимъ образомъ: 

(1 28) р = а'А" + Р'А" + 7'^>"з + 1, 

Л = ^ (Л"Л' + Л"-В.ч-Л"С.' + «"А') , 

р 
В,=~ (в," А,' + В,"В,' + Яз" су + Р"А') , 

^\ = --- (С,"А,' + С,"В,' + Сз"С/ + т"А') , 

(1 29) 2>^ = ^ (ДМ/ + А"Я/ + А"<?1' + А' ) , 
I, = -:1 (А,"А^' + ^,"Я,' + А,"а,' + а" А') , 
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Р 
"Р = - (Б,"а' + Б,"Э' + В,У + ,3") , 

Р 

1> 



(130) 



Въ общемъ случа1Ь движен1я коллинеарно-изм'Ьняемой системы вл1- 
ян1е порядка перем-Ьщен!!! выражается, какъ мы видимъ, перем^щешемъ 
такого-же общаго характера какъ и слагаемыя перем'Ьщен1я. Переходя 
теперь къ разбору наибол-Ье важныхъ частныхъ случаевъ, мы будемъ 
обращать вниман1е между прочимъ и на т* услов1я, при которыхъ вл1я- 
Н1е порядка упрощается или совсЬмъ исчезаетъ. 

29. Соединен1е перем'Ьщен!» общаго вида съ чистымъ раздви- 
ган1е111ъ. 

Если второе пагаемое перем'Ьщен1е представляетъ собою чистое 

раздвиган1е, то 

А," = 1, Б/' = 0; С/' = О, А" = 0; 

А1' = О, Б/' = 1, с;" = О, В^' = О, 
^з" = о, в," = о, Сз" = 1, А" = о, 

и формулы (115), (116) и (117) даютъ: 

А ' Я? ' Г * Г) ' 

л^ — , х?! — , 1^1 — , ^^ , 

р р 2) Р 

^ р р р р 



ло •-, х^о г^ Со т^ Х/« 



? 



^3 — » -^3 — » ^^3 — » -^^з — ^ 

р р р р 

а, (3, у и р выражаются при этомъ такъ-же, какъ и въ самомъ общемъ 
случа*. По формул* (122) теперь 

А; = ^ (а' Щ + р' Щ + ^ Щ + 1). (132) 

Дал'Ье, по формуламъ (118) и (121), если принять еще во вниман1е 
формулы (7), (8), (9), (10) и (11), который теперь даютъ: 
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Е'' — 1, ^," — 0, Е^' — 0, 




Р<' - 0, Е^^ - 1, /'з" - 0, 




<?1" - 0, е^" - 0, в," - 1, 




Я/' — 0, Я/ — 0, Я," — 0, 


находинъ: 






2 1, 




- -х, - _ (хч- X") - (х; +Х"), 


(133) 


>^, - - (!*' + ^') - (V + X,"), 




X. - - (V' + V") (X/ + X/'). 



Такимъ образомъ, разсматривая формулы (123), (131), (132) и (133), 
можемъ сказать; ЕогЬа второе изд слагаеммхъ перемтцетй состоатз 
только 1135 чистаго раздвигангя, то 1) ковффицгенты однородной 
деформацш составнаго перемтщенгя пропорцгональны ковффицгеп- 
тамд однородной деформйцш ^) перваго изь слагаемых^ перемпще- 
нгй, причемд коэффщгенть пропорцгоналъности 

1 



рк 



а'Я/+Р'Я/ + уЯз' + 1 



не зависишд оть втораго слагаемаго перемпщетя, и 2) коэффищен- 
ты чистаго раздвиган1я составнаго перем'Ьщен1я равны сумм* коэффн- 
ц1ентовъ раздвиганШ слагаемыхъ перем-ЬщенШ и следовательно раздви- 
ганге составнаго перемтщенгя равно геометрической суммгь раздви- 
ганШ слагаемых^ перемтщетй. 

Порядокд перемтьщенгй, вообще говоря, оказываетъ вд1ЯН1е на со- 
ставное перем-Ьщенге, но это влгянге по отношенью кд однородной де- 
формацги составнаго перемтщенгя исчезаете, если первое слагаемое 
перемтщенге (общаго вида) не содержите поступательного слагаемой, 
т. е. если центры обоихъ слагаемыхъ раздвиганШ совпадаютъ. Действи- 
тельно, въ этомъ случае 



поэтому 



В,' = О, А' = 0; А' = 0; 



А, = А,, В, = Б„ 



^) Здесь подъ выражешемъ: ,,однородная деФормащя" ны будемъ 
для краткости подразумевать какое-нибудь движен1е системы, лишенное 
раздвиганШ. 
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какъ это впдио пзъ С1)аш1ен1я формулъ (116) и (129)^ Вл1ян1е порядка 
перем'ЬщснШ на ра;]дв11га1П0 составнаго 11еремТ,ще1ПЯ остается и въ атомъ 
случа*, какъ это можно вндЬть нзъ формудъ (121), которыя при пзмЬ- 
ненномъ порядк* перем'ЬщенШ пршшмаютъ впдъ: 

X. = - (X" Е^ + |х'' ^; + V" ^/ +, VI 
X, = - (Х- Р^ + |х" ^у + V" ^^з' + Ю, 

К = - (X" (?,' + Н^" ^2' + V" (Уз' + ^). 

Это вл1ян1е исчезаетъ лишь тогда, когда оба слагаемыхъ перем^щешя 
состоятъ пзъ чистыхъ раздвпган1й съ общимъ цептромъ. Къ этому во- 
просу мы еще вернемся въ § 32 и § 33. 

30. Соединен1е перемШен1я общаго вида съ однородною де- п 

фор|||ац1ей. 

Если второе перем'Ьщен1е коллпнеарно-пзм^няемой системы лишено 
раздвиган1й, то раздвпган1е перваго слагаемаго перем'Ьщен1Я вл1яетъ на 
однородную деформащю составнаго перем'Ьщен1я, какъ это видно пзъ 
формулъ (116), въ которыхъ посл'Ьдн1й членъ не исчезаетъ. Точно такъ- 
же, хотя формулы (115) и (117) даютъ: 

по раздвигаше составнаго перем'Ьщен1я зависитъ отъ однородной дефор- 
мацш перваго слагаемаго; ибо формулы (121) теперь им4ютъ видъ: 

X, = - 1 (X' Е,- + ^' Е^^ + V' Е^% 
>^. = - ^ (Г ^'УЧ- 1-' ^Г Н- V' /'3% 

х. = -^(Х'^-'Г1-:^'^^' Ь'^'^'з"). 

При пзм'Ьненномъ порпдкЬ составное перем'Ьщон1е представляется 
иначе. Формулы (129) вм^ст* съ (128) и выражен1е (122) для к по- 
казываютъ, что однородная деформащя составнаго перем*щен1я хотя и 
не исключительно зависитъ отъ однородныхъ деформацш слагаемыхъ пе- 
рем-ЬщенШ, но подобна тому перем*щен1ю, которое им^ла-бы система, 
еслибы раздвиган1я въ слагаемый перемЬ1цен1я вовсе не входили. ДЬй- 

ствитедьно, теперь числители выраженШ для -4^ , 2^, , . . . . />з ^® ^^' 

10 
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держатъ коэффиц1ентовъ раздвиганий. Влгяте порядка перемтщвнМ 
на однородную деформацт составнаю тремпщетя совстмд исче- 
заетЪу если второе изъ данныхд перемплцетй (однородная деформа- 
цгя) не содержшпд поступательных^ слагаемыхз; ибо тогда 



а потому 



Д" = о, 7>2" = О, А"= О, 



А^ = ^1, 7^1 = ^Л? ^ ^^^ 



1К. 



31. Соединен1е двухъ раздвиган1й изъ разныхъ центровъ. 

Обратимся къ самому общему случаю, когда центры раздвпган1П не 
совпадаютъ и направлен1я слагаемыхъ раздвиганШ различны. Пусть бу- 
детъ О, [x^ 2/^ г^ ) центръ перваго раздвиган1я, 0^ (х,^ у^ г^ ) центръ 
втораго раздвиган1я и {X^, X/, X/), (X/, X/', X/') слагаемый самыхъ 
раздвиганШ по координатнымъ осямъ. Составляемый перем-Ьщен^я бу- 
дутъ определяться формулами вида (79), т. е. 



ж' — X 



а — Х4 



^ К' (а - х^) + X/ (Ъ-у,) + Х; (с - г,) + 1 ' 



У — У1 = 



Ь — 



У1 



X/ (а - X,) + Х; (6 - у,) + Х/ (с - г,) + 1 ' 



С 2, 



» X/ (а - х^) Н- X/ (Ь - г/1) + X,' {с-г,)-^!' 



X ~~~ Хп 



\К> «А/г 



Х/Ча;' - а^а) + >^/' (г'' - У.) + >' ." (2' - 2^) + 1 ' 



У — У2 = т-гггз 



У — Ул 



Х.'Чаг'- а-2)4- )^/'(/-г/2) + Х."(2'-2,)+ 1 ' 



=» X." ((С' - а;,) + X/' (у' -у,)-\-1 /' {г' - г,) + 1 " 

Подставивъ въ эти посл'Ьдн^я формулы вместо а/, у, г' ихъ выражен1я 
черезъ начальный координаты, мы и получимъ формулы, опред'Ьляюпия 
совокупность двухъ посл*довательныхъ раздвиган1й. Этп формулы мо- 
жно представить въ такомъ вид*: 
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г/ —1/2 = 

>-.^'(.У1— .Уг) (<^— а^1)+[1+^/(.У1— Уд)] (^— У1)+>> Д.У1— ■Уг)(с— г'О +У1— Уг (-134) 
2; — г,= 

гд-Ь 

Ы, = X/' (х, - х^) + X/ (1/, - у^) + X/' (2, - 2;,) + 1.. 

Эти формулы выражаютъ перем1^щен1е коллинеарно-изм'Ьняемой сиетемы, 

вообще говоря, бол'Ье сложное, ч'Ьмъ простое раздвигаше. Сд*лавъ раз- 

ложен1е этого перемЬщешя по правилу, указанному въ § 14, мьсувид-Ь- 

лн-бы, что это перем'Ьщен1е состоитъ изъ раздвигатя, сопряженнаго съ 

двпжеп1емъ системы какъ одпородно-изм'Ьняемой. 

32. УСЛ0В1Я, при которыхъ соединен1е двухъ раздвиганШ даетъ 
чистое раздвиган1е. 

Для того, чтобы формулы (134) могли давать простое раздвиган1е, 
необходимо, чтобы элементы составляемыхъ раздвиганШ были связаны 
мсягду собою нЬкоторымп услов1ями, который мы теперь и опред'Ьлимъ. 
Фо])мулы (134) будутъ представлять простое раздвигаше въ томъ слу- 
чаи, если пхъ можно будетъ представить кь впдЬ уравненШ (79). Что- 
бы рТлпить вопросъ, когда это возможно, преобразуемъ формулы (134) 
такими образом'ь, чтобы тамъ веадЬ пзъ перем^Ьпныхъ коордпнатъ вычи- 
тались координаты искомаго центра раздвиганШ (ж^,2/о> ^о)- Подставляя 

X х,у = [х x^) ^ {x^ а?2/? 
у — Уг == (у — Уо) + (Уо — Уа)» 



с — 21 = (с — 2о) + (2о — 21), . 



МЫ набдемъ: 



X о """"" 



Ц (а - х„) -\- М, ф - у^) ^ N. (с - гоИ-Р, 



(Хх" + К'и^) («-*о) + (>■;' + К^^) Ф-1/оН-0^г"^)</иг) (с-2о)+а ' 



(135) 



/I) 



у — Уо = 

1^(а — а'„) + М., (Ь — ;/„) + Л'^^ (с — г„) + А 



(X/' + X/ и^) (а-х,) + (X ,"+ X / ^7,) ф-у,) + (X /+ X / и,) {с-гоН- О. 
(135) г-х,= 

^» (Д — а^о) + Д^з (Ь — ^о) + -^^3 (<-' — ^о ) + :?^ 

положивъ для сокращеп1я: 

-^1 = 1 + )^х' («2 — «а) — (^*" + ^/^г) (а^о — '^а)» 
Ж, = Х/ (ж, — а-^) — (Х/ + Х/г/г) («о — «г); 
Л^1 = Х; (х^ - х^) — {\,"-\-к/и^) (а-„ — о-.,), 

Л = ^1 (а'о — а'!) + ^^1 (Уо—У\) + ^1 («о— г^ + а',— а?2— ^^2 (а*о— л?^), 

ь, == X,' Су, - у.,) ■ - (/../' + X,' щ {у, - у,), 
л/, = 1 -^ х; О/, - 2/,) --- (X," ^- х;б',) ^^„ - у.,), 
N.. = X ; {у, - у.) ~ (X /' + X / и.,) (у, - у.,), 

Ра = 1-2 («о — ж,) + Л4 (уо — У,) + Л^2 (го — г,) + у^—у.1г-^г кУц—У-^, 
Хз = X/ (2, - 2,) - (Х," + X,' Щ (2о - г,), 

Жз - X/ (2, - 2,) - (х;' + X/ ^^) (2<, - г,), 

Л^з = 1 + X/ (2,- 2,) - (X/' -I- X/ ^,) (2о - 2,), 
А = ^^Ъ (а о — 3^1)+ -^1^3 {у о— уд + -^3 (2о — 21) + г1 — 2^ — г/^ (%— З.^), 

о = (X/ + Хх' С4) (-«о - «-1) + (X," + X,' Щ) {у, -у,), 

+ (Х,"+Х/С/-,)(2о-21)+^,. 

Для того, чтобы формулы (135) были тождествегаы съ формулами (79), 
должны быть выполнены сл*дующ1я услов1я: 



(1Е6) 
(137) 
(138) 
(139) 



м, ^^,N^ = о, Рх = о, 

Ь^ = 0, к^ = о, Р^ = о, 

Хз = о, ж, = о, Рз = о, 



и кром* того мы должны еще им*ть: 



(140) 
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Тогда мы получпмъ для коэффиц1ентовъ составнаго раздвиганЫ : 

33. Разборъ предыдущихъ условш. 

При изсл'Ьдовар^и предыдущихъ условий нужно различать два слу- 
чая: 1) когда центры слагаемыхъ раздвиган1й не совпадаютъ и 2) ког- 
да они совпадаютъ. 

Обращаясь еъ первому случаю, мы можемъ предполагать, что ни 
одна изъ разностей х^ — ^а » У| — Уа ^ ^1 — ^а не равна нулю; если- 
бы одна или дв1^ изъ этихъ разностей оказались равными нулю, то мо- 
жно было-бы перем'Ьною направлен1й координатныхъ осей этого изб'Ьжать. 
Первыя два изъ условШ (137) даютъ: 

Лу л^ 

а первыя два изъ условШ (139): 



/ > 



поел* чего первыя два изъ услов1Й (138) удовлетворяются сами собою. 
Последнее изъ условш (137), если положить 

Лх Л у Л г 

и подставить 

^ ^У (^1 ^2) ^1 ^2 

приводится къ следующему: 

т. 6. 

X." (^, - X,) + Ху" {у, - у,) + X/' (X, - X,) = 0. (142) 

Къ тому-же приводятъ и послЬдшя изъ условШ (138) и (139). Что ка- 
сается до условш (136), то они теперь удовлетворяются сами собою, 
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такъ какъ каждая изъ вел11чпнъ Га^ , М^ , N^ обращается въ единицу. 
Услов1е (140) тоже удовлетворяется, потопчу что теперь 

а= 1. 

Для координатъ центра составнаго раздвшчиия мы получаемъ: 

.^ -оч к х^ -\- х^ к у^ -\- у^ к 2., -\- 2^ 

(14(5) х^— ^"^^ ,2/о— /,1|_^' ^^0— //_|_;^ , 

а для коэффищентовъ этого раздвиган1я: 

Кх = г^х ""Г" ^лг ; 

(144) Х, = Х/ + >^Л 

Итакъ, если центры слагаемыхъ раздвигап1й не совпадают ь, то (141) п 
(142) суть необходимый и достаточный услов1я для того, чтобы совокуп- 
ность двухъ раздвиган1й бща тоже простымъ раздвпгаи1емъ. Мы можемъ 
найденные результаты формулировать слЬдующпмъ образомъ: 

Для тою, чтобы совокупность двухо раздвтаиш изо разлыч- 
ныхд центров^ была эквивалентна простому раздвиипию, необхо- 
димо и достаточно: 1) чтобы направлетп слатемыхо раздвит- 
нш совпадали, и 2) чтобы центры слашемыхд раздвишнгй лс- 
эюали на прямой, перпендикулярной Ко общему направлешю раз- 
двшанШ. Направлеше сложнаю 'раздви1ан1я будете при этомо 
совпадать сд направлешемп слашемыхо раздвиит'и!, коэффацгеиты 
его будутд равны суммалт соотв/ьтственныхд коэффнцкчппов» ела- 
гаемыхд раздвигангй и центро ею будете находиться на прямой, 
соединяющей центры слашемыхо раздвишнгй, разд/ьляя разстоянге 
между ними вд отношети, обратномд отношешю соотв/ьтствеп- 
ныхз коэффицгентовд раздвигангй. 

Во второмъ случае, когда центры слагаемых^ раздвигангй со- 
впадаютз, составное движете всегда будетъ простымъ раздвигатемз 
съ ттмд'Же самыми центромд. Это можно видЬть прямо изъ фор- 
мулъ (134), которыя, если въ нпхъ положить 



*^\ '^'ч 7 У\ У 2. у ^1 ^1 



2 ? 



^ . -■>- ^^5 

•-','> 
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обращаются въ сд'Ьдуюхщя: 

а — х* 



^ ^«- {Кг'-\-к,"){а-х,)-^-{1,'-^\;')(Ь-у,)-\-{)^/'^)^/')(.с-г,У^1 



у— У1 = 



(Х/+Х/') (п^,) + (Х:;+Х,") (Ь-у,) + (Х/+Х/') (с-2,)+1 ' (145) 



С 21 

причемъ направлен1я слагаемыхъ раздвпган1п могутъ теперь и не совпа- 
дать. 

Пос,гЬдн1я формулы показываютъ, что величина сложнаго раз- 
двшанья есть июлешрическан сумма величиш слагаемыхъ раздви- 
шиш, если величину раздвигашя откладывать так7>, какъ объ этомъ 
было сказано въ § 15. 

Выше приведенные результаты свидЬтельствуютъ объ аналог 1и 
между раздвиган1ями и вращеп1ямп около осей. Подобно тому, какъ 
два вращешя эквивалентны одному простому вращению только въ томъ 

* 

случа1^, когда оси данпыхъ вращенш параллельны или перес/Ькаются, 
такъ п два раздвигания даютъ простое раздвиган1е только въ томъ слу- 
чае, когда направлен1я этпхъ раздвиган1П параллельны пли им'Ьютъ 
общ1й центръ. Наконецъ и законъ составлен1я сложнаго раздвиган1я 
вполн'Ь аналогиченъ съ закономъ опред'Ьлен1я вращен1я, эквивадентнаго 
даннымъ. 

34. Порядонъ слагаемыхъ раздвиган1й. 

Порядокъ двухъ посл1^довательныхъ конечныхъ раздвиганш, во- 
обще говоря, не безразлпченъ. Действительно, изменяя этотъ поря- 
докъ противъ припятаго нами въ § 31, т. е., употребляя формулы 

• (.V «л/,-> 

'>•' - /у» — . '^ 



X," (а -.*■,) + л," ф-у^) + X ;' (с-га) + 1 ' 






Х.'Ча—г.) + \„"{0--у,) -I- Х,"(о-2,) + 1 ' 



, ( — /-„ 

2 - - д:., = 



X,." («-^,) + Х;' (6-у,) + X ," (с-г,) + 1 ' 
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ОС —~~ ОС* 



ОС "~"~ ОСл 



ХДа;'-а:,) + \,'(у'-!,,) + ^Л^-г,) + 1 ' 



У —у* 



у У^- К'{х'-х,) + Х/(У-у,) + X Дг'-г!) + 1 ' 



2 — г, 



2 21 = 



У^Л^-^х) + ?^/(У -Ух) + ^/(2'-%) + 1 ' 



МЫ получймъ для X, у, г сл'Ьдующ1я выражеи1я черезъ пачальныя коор- 
динаты: 



X — а?1 = 

У—У1 = 

^ЛУ2—У> )^<^—^г) +[1+^ »"(Уг—У1 )] Ф—у^Н-^г "{ут-У1 )(<?— г^) + {Уг—У 1 
г — 2, = 

^х' ( У-^, )(^-а^2) + >^/ (^2-^1 )(Ь-У2Н- [1+^ /^ (^2-^1)] (^-^2) + (^^-^1 ) 



причемъ 



^1 = >^а:' («2—^1 ) + ^ / (У2— 2^1 ) + >^ / (^г— ^1 ) + 1 . 



Д^лая сравнен1е этихъ формулъ съ формулами (134), мы убедимся, что 
первыя не будутъ въ общемъ случа* тождественны со вторыми. 

Влгяте порядка слагаемых^ раздвтангй исчезаеть, если ихд 
совокупность даетъ опять простое раздвтанге. Д1Ьйствительно, въ 
случа* несовпадающихъ центровъ раздвиганШ, если притомъ составное 
перем'Ьщенхе приводится къ простому раздвиган1ю, мы им-Ьемъ для этого 
перем-Ьщетя формулы (79), гд'Ь х^,у^, г^ опредЬляются по формуламъ 
(143). Изменяя порядокъ слагаемыхъ перем'Ьщен1Й, мы должны въ фор- 
мулахъ (143) и (144) переставить значки у слагаемыхъ коэффиц^ен- 
товъ раздвиганШ и у координатъ ихъ центровъ. Но при этомъ форму- 
лы (144) не изменяются, а к заменяется черезъ -^ п формулы (143) 
принимаютъ видъ: 
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1+^ ^+й ^+й 

Т. е. тоже остаются безъ перем']^ны. 

Богда-жв центры сдагаемыхъ раздвигап1й совпадаютъ, то прямо 
формулы (145) показываютъ, что изм'Ьнеше порядка раздвиган1Ё не 
вл1яетъ на окончательное положеше системы. 

Для бол-Ье частнаго случая это было уже указано въ конц* §17. 

35. Переносъ центра ра8двигаи1й. 

Къ вопросу о составномъ перем'Ьщенш относится опред-бленье вл1я- 
шя, которое оказываетъ на положеше системы 8ам']^неше раздвиган1я 
друтимъ раздвиган1емъ, им^^ющимъ при томъ-же направленш и величин'^ 
другой центръ. Для простоты возьмемъ ось (х) по направлешю данна- 
го раздвигашя, и пусть будутъ х^^у^, г^ координаты центра раздвиган1я 
и X его величина. Тогда уравнен1я чистаго раздвиганхя системы будутъ 
сл*дующ1я: 

а — х^ Ъ — Уд 

(146) 

с — 2о 
2 — 2о = 



Х(а — Жо) + 1 ' 

Перенесемъ центръ раздвигашя въ другую точку, въ которой для 
простоты можемъ предполагать пом'Ьщеннымъ начало координатъ. По- 
ложен1е точки (а, Ь, с) поел* раздвиган1Я изъ этого центра будетъ 
отличаться отъ полученнаго первоначально и будетъ определяться 
формулами: 

Для опред^ленья различ1я въ полученныхъ перем*щен1яхъ соста- 
вимъ формулы для перехода отъ координатъ л/, у', / къ координатамъ 
Ху у у г, исключивъ для этого а, 6, с изъ уравнешй (146) и (147). 
Эти формулы будутъ: 
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(148) 





х*^Н 


[- Хжо + 1 


: /у.' 


\х^ 


2 




1- 


-Хжо 


"^ 1 


.. . ^ 


кх^ 






хч 

1 Хжо 


ж'+1 




" у 


У — 


1 - 1^^ 


-'+1 


К ^' 




1 Ха?о 




1 — Хжд 


ж'+1 








1 Ха?о 


■ а?' + :г- 


Х;г?о 




ХЖ^2^ 

1 — Ха?о 




> 


X 'X^ 
1 Ха?л 


ж'+1 







Для удобства можно эти формулы, положивъ 

Х(1 + Х^'о) ^ 1 _ 

1 — Ха-о ^'' 1 — Ха'о ~ ^^ ' 

представить такъ: 



ж 



\^x^^x' *-]- 1 



П49) V = ^^о^'+?У — >^Д^оУо9^ 

^ "^ Х2а?о2ж'+1 

Видъ этихъ формулъ показываетъ, что въ общемъ елуча* переносъ цен- 
тра раздвиган1я требуетъ добавлен1я такого перем'6щен1я коллинеарно-из- 
м*няемой системы, которое соетоитъ уже не изъ одного раздвиган1я, но 
содержитъ въ себ* также и однородную деформац1Ю. Сд-Ьлаемъ разло- 
жеше этого перем-Ьщешн по формуламъ § 14. Эти формулы даютъ: 

X зг о 
X* = [ — 9 Х„ = О , Х^ = О у 



У^о + Ч РЧ + Ч 

тавъ-что перем'Ьщен1е (149) разлагается па пере11'Ьщен1е си1 
однородно-изи'Ёняеной: 



2 Р". 


.+ 


, К"? 




к 


к ' 


'-^» 


^■ + 


|у-^. 


^-^'' 


"' + 


|,_Х^,_ 


и на чистое раэдвигаше: 






Е 


1 


„. . ч 


У-Го + Ч 








с 



Чистое раид1!нгая1е (151), \тЪп то-же 11аправлен1е, как' 
(147), можеп. быть п. нииъ сложено въ одно по правилу, 
въ § 33. Величина его буцетъ: 

(1 + Ю' 



Танииъ образоиъ, при перепоев центра раздвигашн, величине 
чивается въ 

рэзъ. Зд'Ьсь Хд представляетъ собою проевцш разстоянЁя 
трамп раздвигап1я на нанравлен1е саиаго раэдвигашя. Къ зт 
диняется еще (150) перемещение системы кавъ одпородно-1 
Харавтеръ этого послЪдняго перемещения довольно о6щ1й, хот 
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можетъ быть изсл']^дованъ по формудамъ § 19 весьма просто, такъ какъ 
въ настоящемъ случа* кубическое уравнен1е (95) для опред1^ден1я 
главныхъ удлиненШ распадается на два, ибо теперь 

Если направлеше переноса центра раздвигашй совпадаетъ съ на- 
правдешемъ даннаго раздвиган1я, то перем'Ёщенхе (150) представляетъ 
собою соединеше поступательнаго пврем'Ёщен1я вдоль оси раздвиган1я 
съ чистою деформац1ею, въ которой одно главное удлинен1е направлено 
по оси раздвиган1я, а друг1я два, къ нему перпендикулярныя, равны. 

Если, наконецъ, направлен1е переноса центра раздвиган1я перпен- 
дикулярно къ оси раздвиган1я, то х^ нужно принять равнымъ нулю, и 
формула (151) тогда показываетъ, что добавочное перем'Ьщен1е не со- 
держитъ раздвигашя, а определяется лишь уравнен1ями (150), которыя 
теперь принимаютъ видъ: 

а? = 5, 

Это перем-Ьщеше, какъ показываютъ формулы (104), представляетъ со- 
бою сдвигаше. Формулы (107) и (108) даютъ: 

4^2 а = \^ {у,^ + V). 

т. е. основная плоскость этого сдвиган1я перпендикулярна къ направле- 
Н1Ю раздвиган1я; направлеше-же сдвиган1я совпадаетъ съ направле- 
шемъ переноса центра раздвиган1й; величина сдвтатя равна про- 
изведению величины даннаго раздвигашя на величину переноса его 
центра, 

36. Соединен1е двухъ перем'Ьщенж однородно-изменяемой си- 
стемы. 

Перем1^щен1е, эквивалентное двумъ перем'Ёщешямъ однородно-из- 

м'Ьняемой системы, выражается формулами (115), (116) и (117), если 
въ нихъ принять а', Р', у', а", Р", у" равными нулю и поэтому также 

р = 1, а = О, р = О, 7 = 0. 



ГД* 



Такн1ъ образонъ внЪенъ: 

г = Л" + Я|* + С.« + А, 

Л = ^[М," + А,Ч1," + А.'С^", 
В, = -В.'Л," + В,'В," + В, 'С,", 
С, = С/^)," + С,'В," + С,'С,", 
в, =-0,'^,"+ А'-В,"+ А'!?!" + А"> 

л, = А^'А," + /1,'Л," + А,'С^', 
В, = В,М," + В,'В," + В, 'С,", 
С, = С,' А," + С.'В^" + С,'С,", 

А = А ''!." + А' V + А'С," + А" , 

^1, = А^'А," + ^,'-В," + ^,'С,", 
В, = В^'А," + В,'В," + В,'С,", 
С, = С,'^," + С'.'А"+ с,'С,", 
А = о,' А," + в,'в," + А'С," + А"- 

Точно также при из»1;не1шо»ъ порпдк^ слагаеныхъ перен^ш 
иушпъ (128), (129) п (130) наидимъ: 

? = 1, Г= 0, 1"= О, 7= О, 

^='А^а+В,Ь + С^с + 11„ 
^^=А,а+В,1 + С,с + 1)„ 
е =А,а+ В,Ъ + С,е + В,; 

причеиъ коэффищенты получаются по формуламъ (153), е 
переставить значви (') и ("). 

Для опред^лев1я вл1ян1Н порядка лерен1&щен|й на ихъ 
мы могли-бц но общимъ формуламъ (125), (126) и (12' 
вырахен1я для порядковаю перенЪщенЁя. Не повторяя 1 
пр1ема въ пряложенш еъ однородно-изн^няемоВ системе, з! 
вопросъ этотъ можетъ быть также изсл^дованъ другииъ пу 
д^ляя разности х — х, у — у, 2 — г но формуламъ (15 
мы найдеиъ порядковое перемЪщенЁе выраженнымъ въ начал 
динатахъ: 
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ж -«= (Л - ^1) « + (^, - А) Ь + (^ — ^1) *= + А — А. 

г — а = (1з — ^з)« + (4 — ■В,)Ь+ (Сз - С,) с + А — А- 

Полагая 

ж — X = X — а, у — у= У — Ь, г — %^=2, — с, 

МОЖНО написать 

т. е. положен1е точки системы при изм'Ьненномъ порядк* слагаемыхъ пе- 
рем'ЬщенШ можетъ быть получено, если систем* дать перем'Ьщен1е, опре- 
д'Ёдяемое формулами 

(155) Г = (1^ — Л) « + (4— ^2 + 1) ^^ + (^2 — ^)^' + ^Л — ^^2 , 

и прибавить къ этому геометрически перем'Ь1цен1е, полученное при пер- 
воначальномъ порядк'Ь слагаемыхъ перем'Ьщен1й. 

При помощи предыдущихъ формулъ, который показываютъ, что въ 
общемъ случа* порядковое перем'Ьщен1е такого-же общаго характера, какъ 
и слагаемый, разберемъ несколько частныхъ случаевъ. 

37. Соединен1е чистыхъ деформац1й. 

Предположимъ, что одно изъ слагаемыхъ перем'Ьщен1Й, напр. пер- 
вое, состоитъ изъ чистой деформащи, и возьмемъ координатный оси по 
главнымъ осямъ этой деформащи. Тогда можно положить 

(156) Б/ = О, С/ = О, А' = О, А^ = О, С,' = О, В^ = О, . 

^з' = 0; Бз' = О, А' = О, 

и формулы (153), если принять во вниман1е сказанное по поводу фор- 
мулъ (154), дадутъ: 



— 87 — 

Л — ^1=0, 
В, — А = (В,' — Я,') В," 
С, — С, = (Я,' — Е,') С," 
А — А = да' — 1) А" . 
/, — ;!, = (я; — в,') л," 
л, — А = о . 

Са — С] ^^ {й]| — - Е^ ) С2 

А — А = (Я,' — 1) А" . 
л, — 1, = (В,' — г,') л,' 
Д — Б, = (^>' — я/) в,' 
Ц,-С, = 0, 
А _ в, = (Я,' ~ 1) в." 

Вл1яв1е порядка слагаемыхъ переи^щешй, опред^л 
Быракается просто в наглядно въ тоиъ случае, ] 
ныхъ пере)г*щен1й представляетъ гобою чягтую 



поэтому 

А 


с," = в,", А," = С,", В," = 
В," = 0, в," = 0, в," = 

- в, = 0, А - А = », А, 




с, — с, = — (4 — в, 

А, — А,^~ (С7, — с, 

-в, - А = - л - л. 



Означая эти величины соответственно черезъ — 
жно перем'Ьщен1е (155) представить въ сл'Ьдую! 

з: = « — Аз Ь + А^ с, 
2= — А^а + А, 6 + 

Оно тавогО'Же вида, какъ перемещение, разобран 

пего эллипсондъ удлииен1Й ин^еть две равныя ос 

врашеи1емъ на некоторый уголъ около оси этого 

Обратно, если одно пзъ слагаеиыхъ нерене 
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сейчасъ упомянутое, то раздичге въ перем'Ьщенш, зависящее отъ изм-Ь- 
нешя порядка, будетъ выражаться чистою дефориац1ею, ибо, если 

1^2 П^ у Л-1 ^1 , Х>4 — ^2 7 

то 



Вг", 


Л" = 




-С,' 


',в,> 


Сг- 


-С. 




в,- 


-в„ 


Л,- 


-л 




Сг- 


с,, 


А 


-^1 




л,- 


■ А^. 



Формулы (157) показываютъ, что вд1ян1е порядка совсМъ исче- 
заетъ, есаи оси гдавныхъ удлинен1й совпадаютъ или если первое изъ 
слагаеныхъ перем'Ёщешй состоитъ изъ однороднаго по вс']^мъ направле- 
в1янъ расширен1я. 

Если оси двухъ чистыхъ деформац1й и не совпадаютъ, то во вся- 
комъ случал величины главных^ удлинетй составнто движетя ие 
зависятъ отъ порядка перемтценгй^). Бъ эхомъ можно уб'Ёдиться, 
составивъ по формуламъ (93) и (95) кубическое уравнен1е для опред'Ь- 
лен1я главныхъ удлиненШ составнаго перем'Ёщен1я. Выбирая коорр- 
натныя оси, какъ это было сд']^лано въ начад^^ этого §, и принимая во 
внимаше формулы (156), им^^емъ: 



(158) 



(159) 



Ц^ = Е^Е^ (.1/'Б^"+^,"5,"+Л"-Вз") ; 
Х„ =Е^*Сг"''+Е^'^С^"^+Е^^С^'^ , 



^) Си. Бобыхевъ, Гидростатика и теор1я упругости, стр. 73. 
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Корни кубическаго уравнен1я (95), опред'Ьляющ1е собою квадраты 
гдавныхъ удлиненШ, будутъ одинаковы лри обоихъ порядкахъ слагае- 
мыхъ перем^щенШ, если коэффиц1енты этого уравнен1я будутъ соответ- 
ственно равны, т. е. если 

^23^ Н~* ^31^ "Г ^12^ ^22^33 ^33^11 ^11^22 

= ^Зз' "Г" ^31" ~Г ^2" ^23^33 ^33^1 ^1^22 ? 

-^11^22^33 ^11^23 " ^22^31" ^33 ^12* Г ^^23^31^12 

= ^-'ц-^'22^38 -^11^23 ^22^31" -^33^12^ I 2Хзз^з1^12' 

Но легко видйть, что эти равенства подтверждаются на основанш 
формулъ (158) и (159), если принять во вниман1е, что при чистой де- 
формацш 

1^2 -^3 ; "^3 ^1 } -"1 -^2 • 

38. Соединеже перемЪщент, содержащихъ сдвиган1е. 

При соединенш чистой деформацш съ сдвиган1емъ порядокъ ела- 
гаемыхъ перем1^1ценШ тоже оказываетъ вл1ян1е. По форнуламъ (104) 
теперь: 

т!/' = 1 + 2Р%о , В^" = 20%о , С," = 22г%о , Д" = О, 
А^" = 2РТ1;до, В/' = 1-{-2аЩо, С^" = 2ЕТ1до , Д" = О, 
Аз" = 2РЩа, Б," = 20%а, С8" = 1 + 2й%о, А" = 0; 

поэтоиу уравнен1е (155) принимаетъ видъ: 

X = а + 2%а [О (^5;/ — Е^')Ъ + й (-Е;^' — Е^'У] , 
У=Ъ + 2Т1до[Е{Е,'-Е,')с-^Р(Е,'-Е,')а], (160) 

г=с+2%о[Р(Д,'— ^,')а+а(^^'— Д')Ч- 

Въ частности, если основною плоскостью сдвиган1я служитъ плоскость 
(ху), а направлен1е сдвиган1я параллельно оси у, то 

р=о , а = о, Л = 1, 

12 
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и формулы (160) даютъ: 



Х= ау 

(101) У=Ь^21до. {Е^ — Е^)с, 

2Г = с. 

Въ ,,Ха1ига1 РЬйоворЬу'* Тозюона и Тэта показывается (§177 
— § 179), какимъ образомъ сдвиган1е, удлинен1е по направлешю, пер- 



пендикуларному къ плосжостп сдвиган1я, и общее расширен1е системы 
могутъ дать чистую деформахцю. Въ этомъ спец1альномъ случае по- 
рядокъ сдви1аи1Я п удлинен1я не оказываетъ вл1ян1я па результатъ пере- 
мещений; пбо^ еслп сдвиган1е происходитъ въ плоскости {ух), какъ это 
предполагается въ формулахъ (161), то удлинен1е должно быть произ- 
ведено по оси {х). А формулы (161) показываютъ, что координаты 
X, Т, 2 отъ Д не зависятъ. 

Обратимся теперь къ случаю, когда оба слагаемый перем-ЬщенЕя 
состоятъ изъ простыхъ сдвиган1й. Два сдвигап1я, хотя-бы они произ- 
водились параллельно одной и той-же плоскости, даютъ различный ре- 
зультатъ, смотря по тому, въ какомъ порядк* они будутъ произведены, 
если только направления самыхъ раздвигашй при этомъ не совпадаютъ. 
Пусть будутъ К^ п К^ величины сдвиганш въ плоскости {ух), первое 
по оси {у), второе по оси {х)\ тогда можно написать: 

х' = а у у' = Ъ'-\- КуС у г! = Су 

Х = Х' у У = У'} 2 = 2' + К^\ 

и посл'Ьдн1я три уравнен1я еще такъ: 

ж == а, 

3^ = Ь + КуС, 

Формулы (155) теперь им'Ьютъ видъ: 

г = Ь (1 + К,К^), 



Отсюда 

^/(Х-а)>+(Г-!.)= + (2-с)' = К,К,У1;^+^,- 
2 — с с 

Такимъ образомъ 1и13СТ0)Ш1Я между положен III ми одной и гой-же точки, 
по-1уче1Шыя при двухъ рааличных'ь лорндкахъ сдпигашн, пропорцио- 
нальны первоначал ьныиъ разстоам1яиъ точки отъ оси, перпендикуляр- 
ной къ 1М01Ж0СТП обоихъ (1двн1анш. Формула (1')2) указываешь, въ 
какомъ направлении нужно совершить переходъ отъ пермго положен!» 
точки (х, I/, 2) ко второму (х, у, г). Составляя уравненся поряд- 
коваго перем*щеы1я (§ 28), нолучнмъ теперь 

X = X, 

^^ = (1 + К^К^ + К^^К^^)у — К^^К^:^, 
г = К^К.^у -\- (1 — К.К.^г. 

Отсюда видно, что два положен1я системы различаются между собою 
перем'Ьтешеиъ, которое состоптъ изъ деформащн, сопряженной съ вра- 
щен1емъ. Точно также мы видпмъ, что два сдвигашя не могутъ быть 
заменены простымъ сдвиган1емъ, а къ этому присоединяется враш~-" " 

39. Соединен[в вращен1Я съ однородной деформац1ей. 

Если одно изъ перемЪщен1й состоитъ изъ простаго врэще 
другое перем'Ьщеше общаго вида, то понятно само собою, что по 
перем'Ёщен!й оказываетъ вл1ян1е на положеи1е системы, такъ кш 
при движеши твердаго тЪла порядокъ конечныхъ вращении вл1яе 
результатъ соетавпаго перем'Ьщен1я. Разсиотрпмъ тотъ стучай, 
второе перемЬщен[е предсгавляетъ собою чистую деформащю, и ) 
ложимъ оси координатъ выбранными такъ, чтобы ось х совпаде 
осью даннаго вращен1я, уголъ котораго означвмъ черезъ (р. Тог; 
мулы (155) даютъ: 

^ = « + [^8 (1 — <»в ?) — Уа в1" ?] Ь + [д^ (1 — соя (р) -Ь дг «ш (р] 



11Ье1яоп МаИ), Ншогу о^ е1а811С11;у, отр. 72. 



— 92 — 
Зд'Ьсь для простоты положено: 

Такимъ образомъ и въ этомъ случа* вл1ян1е порядка выражается слож- 
нымъ перем'Ьщен1емъ, состоящимъ изъ деформацш и вращен1я. Только 
если 

т. е. если одно изз главпыхъ удлиненгй втораго слагаемаго перемт- 
щенгя происходшш по оси заданнаго вращетя, влгянге порядка вы- 
ражается чистою деформацгею: 

X = а, 

Г = (1 — 2^4 81п ср)Ь + {В^" — Сз") «^»* ф . с, 
2 = (Б^" — Сз") «1« ср . Ь + (1 + 2?1 «"* ф) • с- 

При вращенш, слагаемомъ съ сдвиган1емъ, вл1ян1е порядка вы- 
ражается вообще говоря тоже перем'Ьщен1емъ, содержащимъ и деформа- 
цш и вращен1е. Если-же сдвигаше ТГ происходить въ плоскости, пер- 
пендикулярной къ оси вращешя, то формулы (155) даютъ: 

X = ау 

Г=(1 — ^Гв^пср)Ь, 
2 = {1 -{- к ат ср)с . 

Такимъ образомъ въ этомъ случа* вл1ян1е порядка опред-Ьдяется двумя 
удлинен1ями, изъ которыхъ одно происходитъ по направлен110 сдвиган1я, 
а другое къ нему перпендикулярно. 

Если сдвиган1е происходитъ въ плоскости, проходящей черезъ ось 
вращешя, то формулы (155) даютъ: 

X = а — Квьп (р . Ь ^ К{1 — сов ср) . с, 
(163) Т=Ъ, 

2 = 0. 

Эти уравнен1я выражаютъ собою сдвиган1е въ плоскости, проходящей 
черезъ данную ось вращен1я. Это можно видеть, сравнивая формулы 
(163) съ формулами (104) и полагая въ посл'Ьднихъ: 

Р==0; Т=0, С7=0, 2Ьдо = К 
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и сл1^доватедьно 

/8 = 1, ^^= С08 а у В = зт а , 

гд* а — уголъ между плоскостью сдвиган1я и плоскостью (ху). Теперь 
280,1до = — К зт ^ , 28В1до = ^(1 — сов ср) ; 

поэтому 

Е 1 — совср ф 

^^ ~Ц згп ср ^ 2 ' 

Такимъ образомъ плоскость сдвиган1я составляетъ съ плоскостью (ж?/) 
уголъ, равный дополнен1ю до двухъ прямыхъ къ половин* угла вращен1я. 

40. Кинематичесше элементы, изъ которыхъ слагается всякое 
перем'Ьщен1е ноллинеарно-измЪняемой системы. 

Пятнадцати коэффиц1ентамъ въ уравнен1яхъ движен1я коллипеарно- 
изм1Ьняемой системы соотв-Ьтствуютъ 15 кинематическихъ элементовъ, 
изъ которыхъ всякое перем1^щен1е этой системы можетъ быть составлено: 

3 поступательных^ перемтьщетя, 

3 вращетя, 

3 удлииеигя, 

3 сдвтатя, 

3 раздвтатя, 

Д']^лая такое разложеше перем'Ьщен!я коллинеарно-изм'Ьняемой си- 
стемы, мы должны каждый разъ указывать, въ какомъ порядк'Ь эти пе- 
рем'Ьщен1я производятся; потому-что, хотя они и могутъ быть произво; 
ДИМЫ въ какомъ угодно порядк'Ё, но элементы перем']^щешй, если они не 
безконечно малы, должны быть взяты различные при различныхъ поряд- 
кахъ. Въ этомъ насъ уб'Ьждаетъ все сказанное въ предыдущихъ §§. 

Только въ н'Ькоторыхъ исключительныхъ случаяхъ порядокъ пере- 
м*щешй не вл1яетъ на ихъ результатъ. Къ такимъ случаямъ относятся 
сд'Ьдующ1я соединен1я перем*щенШ: 

пострательныя съ поступательными, вращательное съ поступа- 

тельнымъ, три вращен1я, соотв*тствующ1я изм'Ьнен1Ю Эйлеровыхъ 

угловъ ср, 4^, б, три взаимно-перпендикулярныхъ удлинен1я, имЬю- 

щ1я общШ центръ, три взаимно-перпендикулярныхъ раздвигаи1я, 

им1^ющ1я общШ центръ, три перем']^щен1я, указанный Томсономъ 

и Тэтомъ (см. § 38), и н-Ькоторын друг1я. 



ГЛАВА III. 

Скорости кол.1инеарно-11зм1Ьняемои систе:^1ы. 



41. Объ изученж скоростей вообще. 

Изучен1е скоростей въ какой-либо сплошной изменяемой систем'Ь 
сводится главнымъ образомъ къ р'Ьшен1ю двухъ сл-Ьдующихг основныхъ 
вопросовъ: 1) къ опред'Ьлен110 стрости какой-либо произвольно задан- 
ной точки и къ изсл'Ьдован110 измтненгя этой скорости сд течетемд 
времени или съ изм'Ьненхемъ положен1я этой точки въ пространств'Ь; 
2) къ изученш распред'Ьлен1я скоростей въ систем* вз какой-нибудь 
данный момента времени, т. е. къ опред'Ьлен1ю того, какъ измтия- 
ются величина и направлен1е стрости при переходт отз одного точ- 
ки системы къ друьой, и къ нахожденш такихъ точекъ системы, ско- 
рости которыхъ имЬютъ как1я-либо общ1я между собою свойства. Первый 
вопросъ ведетъ къ опред'Ьлен1ю т-Ьхъ общихъ для всЬхъ точекъ элемен- 
товъ скоростей, по которымъ можно определить скорость всякой точки, 
зная ея координаты. Понятно, что эти элементы скоростей соотв-Ьт- 
ствуютъ кинематическимъ элементамъ, опредЬляющимъ конечную дефор- 
мацш или вообще конечное перем'Ьщен1е системы. Второй вопросъ — 
о распред'Ьленш скоростей, хотя и находится въ связи съ предыдущимъ, 
но можетъ быть изучаемъ и совершенно самостоятельно, такъ какъ ре- 
зультаты, къ которымъ онъ приводитъ, обусловливаются не столько ки- 
нематическими свойствами элементовъ деформацш, какъ аналитическим ь 
видомъ т-Ьхъ функщй, которыми определяются слагаемый скоростей по 
коордннатнымъ параметрамъ. 



— - 95 --- 

42. Основныя формулы для скоростей въ общемъ случае движе- 
Н1Я ноллинеарно-изм'Ьняемой системы. 

Чтобы составить выражен1я для скоростей коллинеарно-изм']^няемой 

системы, продифференцируемъ по I уравнен1я (5). Результатъ можно 
представить въ сл-Ьдующемъ вид*: 



^х = 



аа -]- Р^ + Т^ "Ь 1 



V - (Л' - «'У)« + (.В,' - ^<у)Ь + (Су - ^у)с +2>,' ,. ... 
•" «а 4- {Зг> + 7с + 1 ' ^ ^ 



V. 



(^з' - «'Ф + (^^з' - 13'2)Ь + (Сз' - ^'2)0 + А' . 



аа 



+ рЬ + ТС + 1 



причемъ значки (') введены зд*сь для обозначен1я производныхъ по вре- 
мени. Исключая отсюда окончательно начальный координаты, мы за- 
м-Ьчаемх, что числители выражен1й (164) будутъ содержать координаты 
X, у, г въ двухъ изм'Ьрен1яхъ; знаменатели-же, которые на первый 
взглядъ должны были-бы быть линейными, на самомъ д'Ьл'Ь вовсе коор- 
динатъ Ху у, ъ содержать не будутъ. Это видно прямо на основан1и за- 
висимостей (13). ДМствительно, формулы (164), посл'Ь подстановки 
туда вм-Ьсто а, Ь, с ихъ выражен1й (4), принимаютъ видъ: 

_ х{})х + ?У + г::) + 1^х + ш{У + ^Ч^ + 8^ 

Тх ^^^г^^Vг-\-^V 

„ _ У{У^ + ^У + ^Ю + к^ + ^^2.У + '^2^ + ^2 ,..,г. 

' Тх + г7у + 72 + ж ' ^-^^^'^ 

_ г{рх -\-ду + гг) + 1^х + ^вУ + ^з^ + ^з 
^'~ Тх + {/у + 72 + Ж 

причемъ 

IV = аЯ, + 13Я, + уЯз + 1. (167) 

Выражещя (166) равны нулю па основан1и зависимостей (13); такимъ 
образомъ знаменатели формулъ (165) отъ координатъ не зависятъ. 



9 с. 



Значен1е остальпыхъ коэффищентовъ следующее: 



(168) 



Р = 
7 = 



г 






I = 



(169) 



«1 



/-„ = 



(170) 



«» 



8 — 



П, 



{А,Ч'\ + Б.-Т*; + С,'Е, + А>) - («'Я. + р'Я.Н- т'Я,) , 
А,'(}, + Б,'6^, + С,'вз + 7>,'у , 



«, = ^,'Я, + Яа'Я, + С.'Яз + Л 



2 1 



г. = 



(171) 



■3 

«Из 

«3 

«3 



А,'Е, + Яз'^, + Сз % + А'Х , 

(Лз'(?,+ ^з'^2 + С8'(?з + А'V) -(«'Я, + р'Яа + ГЯз) , 



Если положить еще для сокращен1я 



«1 = ЦГЬ1 , . . . 



) *3 



Ж^з, 



то формулы для скоростей будутъ окончательно сл'Ьдующаго вида: 

V^ = х{Рх + ау + Ег) + Х,а! + ^1^ ■}• 2^,г + ^1 , 

(172) V, == 2'(Рж + ау + Ег) + Х,а; + Ж^у + К^г + -8, , 

V, = г{Рх + Оу + Тгг) + ^зx + -^зУ + ЛзЗ + й', . 

Эти формулы показываютъ, что скорость какой-либо точки кояли- 
неарто-изм'Ьняемой системы можно разснатривать составленною изъ 
двухъ скоростей, изъ которыхъ одна, ь', им'Ьетъ своими проекц1ями: 



(173) 



^х' = х{Рх -\- Оу -\- Ег) , 
у/=у(Рх+ ау + Ег), 
V/ = г{Рx-\- Оу + Тгг), 



— 97 — 
т. е. функц111 второй степени отъ координатъ, а другая, г;" : 

г>" = Ь.^ + ^1 + -^> + ^2 > (1 74) 

динейныя функц1и координатъ. 

Нетрудно вид'Ьть, что первый слагаемыя опред'Ьляютъ скорость, за- 
висящую исключительно отъ раздвиган1П; потому-что г;" обратится въ 
нуль, если принять въ формулахъ (5) А^, В^, С\ равными единиц'Ь, а 
остальные коэффищенты, стоящ1е въ чпслителяхъ этихъ формулъ, рав- 
ными нулю, т. е. если формулы (5) предположить им-Ьющимп видъ (70). 
Вторыя слагаемый (174) определяют ь скорость, которую им1^ла-бы точ- 
ка системы, еслп-бы посл-Ьдияя была лишена раздвиган1Й; потому-что г;' 
обращается въ нуль, если положить а, (3, у равными нулю. Отсюда 
видно, что при изучен1и элементовъ скоростей можно отд-Ьлить чистое 
раздвиган1е отъ остальныхъ элементовъ перем'Ьщен1п, соотв'Ьтствующмхъ 
перем'Ьщен1ю системы какъ однородно-изм'Ьняемой. 

43. Скорости чистаго раздвиган1я. 

Формулы (168) и (167) показываютъ, что вд случат движенгя, 
состоящаго изд чистаго раздвигашя, коэффищенты Р, ^, В въ 
формулахъ (173) равны съ обратными знаками производнымъ по 
времени отъ слагаемыхъ по координатнымъ осямъ величины раздви- 
гатя. Въ этомъ можно убедиться непосредственно переходя къ ско- 
ростямъ отъ безконечно-малыхъ перем'Ьщен1Й. Разсматривая эти пере- 
м'Ьщен1я происшедшими отъ безконечно-малаго раздвиган1я, мы должны 
им^ть: 

X ^ ^х ^= 

у + ^У = ,„ I о./| .., , , . (1 Щ 



аа? + рз^ + 


72+1' 


У 




ах -|- ^У ^- 


■4 9 


X 





2 -4- Дг = ^ , 

°^^ 4" Ру 4" т^^ + 1 

гд* а, р, у суть безконечно-малые коэффитценты раздвиган1я. Съ дру- 
гой стороны, дифференцируя по # уравнен1я (70) и подставляя потомъ 
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вн']^сто начальныхъ координатъ ихъ выражешя черезъ х, у, г, подучимъ 
для проекщй скорости: 

1)./ = — хСк/х 4- Х.,^ + ^■/г)» 

(1 76) «; = - Зг(Х,'ж + ку'у + X /г), 

V,^ = — г(1,'х + \;у + Х/г). 

Проекц'ш безконечно-малаго пере»1'Ьщен1я точки, если пренебрегать вели- 
чинами высшихъ порядковъ, будутъ поэтому: 

Да? = — а?(ДХд: . X + ДХу, . у -|- ^К . г), 

(177) ^У = — 2/(Д^:г . ж + ДХ,, . у + ДХ, . 2), 

Дз = — г(ДХ.г . X + ДХ„ . ^у -|- ^^« • 25)- 

Сравнивая формулы (175) и (177), мы имйемь зависимости: 



= х[1 — (ДХ^ . X + ДХ,, . у + ДХг . г)], 



X 




ах -{- Ру — 


Т^+1 


У 




♦ аж -\- ^у — 


•уг 4" 1 


2 





= у[1 — (ДХх . ж + ДХ^ . у -\- ^\, . 2)], 



Но, пренебрегая безконечно-малыми величинами высшихъ порядковъ, 
можно написать: 

и мы находимъ: 

(178) а = ДХ:г , |3 = ДХ,, , ^ = ^\,. 

|/(ДХ.г)^ + (^^?/)^ + (^'^0^ будетъ поэтому величиною безконечно-ма- 
лаго раздвиган1я, а формулы (178) подтверждаютъ сказанное въ начал!; 
этого §. Будемъ называть пред'Ьлъ отношен1я величины безконечно-ма- 
лаго раздвиган1я къ соответственному элементу времени скоростью раз- 
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двигатя. Согласно этому опредЬлен1ю, скорость раздвигашя должна 
измеряться* величиною 

Такимъ образомъ Х/, X/, X/ суть скорости слагаемыхъ раздвиганШ по 
координатнымъ осямъ. Изображая скорость раздвпган1я въ вид* векто- 
ра, отложеннаго отъ центра раздвиган1я по направлен1ю, косинусы 
угловъ котораго съ осями координатъ пропорцюнальны величинамъ 
Хд,', X/, X/, можно эти величины назвать проекщями скорости раздви- 
гатя на координатныхъ осяхъ. При указанномъ способ* изображентя 
скорости раздвиган1я, если означить черезъ р векторъ, проведенный изъ 
центра раздвигашя къ точк'Ь (х, у, г), то скорость всякой точки можно 
по формул'Ь (176) выразить такъ: 

V' = р2 . Т . С08 (р, т)- (180) 

т. е. скорость всякой точки равна квадрату вектора, проведеннаго 
кд ней изд центра раздвтанш, умноженному на проекцгю скорости 
раздвигашя на направлете этою вектора. 

Дал'Ье легко впд1^ть, что если безконечно-малое раздвиганге разло- 
жить на раздвиган1я по направлен1ямъ координатныхъ осей со скоростя- 
ми X/, Х/, X/, то скорости какой-нибудь точки системы, завпсящ1л отъ 
отд^льныхъ этихъ раздвигани!, будутъ лежать на одной прямой и будутъ 
им'Ьть значен1я: 

а скорость точки, зависящая отъ полнаго раздвиган1я, будетъ алгебраи- 
ческою суммою этихъ трехъ скоростей. 

Нужно впрочемъ заметить, что предыдущ1я разсужден1я относятся 
только къ такому движен1Ю системы, которое состоитъ изъ чпстаго раз- 
двиган1я. Въ общемъ случае движен1я коллинеарно-изм'Ьняемой систе- 
мы формулы (168), опред'Ьляющ1я скорость раздвигашя, содержатъ ко- 
эффпщенты, соотв'Ьтсгвующ1е двпжеппо системы, какъ однородно-изменя- 
емой. Точно такъ-же формулы (169), (171) и (172), соответствую- 
Щ1Я скоростимъ однородпо-изм'Ьняемой системы, содержатъ коэффшцен- 
ты раздвигашя. 
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44. Элементы скоростей, соотв'Ьтствующее движен1ю системы 
канъ однородно-изм'Ьняемой. Скорости удлинен1я. 

Хотя все, касающееся этого вопроса, хорошо изучено и излагается 
въ различныхъ сочинен1яхъ по гидродинамик'Ь и теорш упругости въ при- 
м'Ьнен1и къ безконечно-малому элементу какого-нибудь измйняемаго т1;- 
ла, мы приведемъ главн-ЬЁшхе относящ1еся сюда результаты какъ для 
полноты, такъ и для того, чтобы въ дальнМшемъ удобнее было делать 
необходимый ссылки. 

Скоростью удлинеигя, е, какого-нибудь вектора р, принад- 
лежащаго однородно-изм'Ьняемой системЬ, называется пред-Ьлъ отноше- 
Н1я безконечно-малаго приращен1я его длины, д*леннаго на эту длину, 
къ соотв-Ьтствепному элементу времени. По этому опред'Ьден1ю 

, До 1 йр 

(181) ^ = "^^^Тд^=7^• 

При опред'Ьленш удлинешя мы можемъ предполагать, что движен1е одно- 
родно-изм-Ьняемой системы происходитъ безъ поступательнаго перем-Ь- 
щен1я и неподвижная точка системы находится въ начал* координатъ. 
Такъ какъ тогда Д , В^, В^ и Д , Щ, Щ равны нулю, то формулы 
(169), (170) и (171) даютъ: 

и для скоростей однородно-измЬняемой системы им-Ьемъ уравнен1я: 

(182) '^у = ^2»? + ^2У + ^г^^ 

Отсюда, принявъ во внимаше, что 



/ 



находимъ: 

(183) 2 = -т ^^^ + У^у + 25^0 



г 
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Для векторовъ, совпадающихъ съ координатными осями, нужно посл-Ьдо- 
ватедьно положить 

у = О, 2 = 0; 2 = О, ж = 0; X =^0, у = 0. 

Тогда, означая скорости удлинен1я этихъ векторовъ черезъ е, , е^ , ед , 
находимъ: 

Такъ какъ по основному свойству однородно-изм'Ьняемой системы (§ 4) 
вбяк1я прямыя, параллельный между собою, остаются параллельными во 
всякое время движен1я, то скорости удлинен1я всякихъ параллельныхъ 
между собою векторовъ равны, и Х, , М^ , N;^ представляютз собою 
скорости удлиненгя векторовд, параллельных^ координатными осямд. 

Если движен1е системы состоитъ только изъ чистой деформацш, 
главный оси которой совпадаютъ съ координатными, то формулы (169), 
(170)и(171) даютъ 

3/^ = О, 1У1 = О, ^2 = О, N2 = О, Хз = 0; Жз = О, 
и уравнен1е (183) принимаетъ видъ: 

6 = ^""' + ^^' + ^»^'. (184) 

Распред*лен1е скоростей удлинен1й по различнымъ направлен1ямъ можетъ 
быть всегда приведено къ разсмотр-Ьнш формулъ (184). А именно, по- 
лагая 

X У а ^ 

-- = С08 а, ^ = сов а, — = соз у, 

Р Р ^ Р 

можно написать : 

Эта формула можетъ служить для опред'Ьлен1я скорости удлинен1я по ка- 
кому-нибудь данному паправлен1ю (а, р, у). Она можетъ быть упро- 
щена придичнымъ выборомъ координатныхъ осей. Дйлая этотъ выборъ 
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изв']^етнымъ изъ аналитической гвометр1и способомъ, З1ы можемъ напи- 
сать: 

е = X/ С08Ч' + М^ со8^'^' 4- ^^а' сое ^7 

гд* X, ' Ж^ ' ^3 ' ^У'^'ь изм-Ьненнын преобразовашемъ координатъ значе- 
Н1Я коэффищентовъ, а а', р', у' углы, составляемые векторомъ р съ но- 
выми осями. Давая р последовательно иаправлен1я новыхъ координат- 
ныхъ осей, чтобы найти кинематическое значен1е новыхъ коэффиц1ентовъ, 
мы увидимъ, что эти коэффиц1енты суть скорости удлинен1Й по новымъ 
коордйнатнымъ осямъ. Означая ихъ теперь черезъ г^' вд' Зз', мы мо- 
жемъ написать: 

(185) е = г^ соз-о! + г^ соз'^^' + ^з' сов^- 

Эта формула тождественна по виду съ (184). 

При изучен1и распред'Ьлен1я скоростей удлинен1й полезно разсма- 
тривать поверхность, называемую деформатриссою. Чтобы опред1Ьл11Ть 
эту поверхность, отложимъ изъ начала координатъ векторъ г, величина 
котораго определяется зависимостью 

1 

2 = Т7= > 



а направление совпадаетъ съ направлен1емъ даннаго вектора р. Концы 
всЬхъ такихъ векторовъ 2: будутъ тогда, какъ показываетъ формула 
(183), лежать па поверхности втораго порядка съ центромъ: 

Это уравнен1е можетъ быть представлено въ вид*: 

если оси координатъ выбрать такъ, какъ это сделано въ формул* (185). 
Такимъ образомъ законъ распред*лен1я удлинен1й можетъ быть выра- 
женъ следующею теоремою, принадлежащею Еоши: Скорость удли- 
нетя, происходящаго вд однородпо-измтняемой системт по какому- 
либо направленгю, обратно-пропорцгоиальна квадрату вектора^ 
преведеннаго параллельно данному направлетю изз центра нтько- 
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торой поверхности вторто порядка. Эта поверхность и называется 
деформатриесою. 

Разсматриван1е деформатриесы полезно между прочимъ въ томъ 
отношенш, что позволяетъ различныя свойства поверхностей втораго по- 
рядка непосредственно прилагать къ вопросамъ объ удлинешяхъ; для 
этого нужно только принять во вниман1е, что полуоси (д'Ьйствительныя 
или мнимыя) этой поверхности суть величины обратный квадратнымъ 
корнямъ изъ скоросте!! главныхъ удлинений. Одно изъ иапболЬе важныхъ 
приложенш такого рода заключается въ сл*дующемъ. Известно, что 
сумма квадратовъ величинъ, обратныхъ тремъ взаимно-перпендикуляр- 
нымъ векторамъ, проведепнымъ изъ центра поверхности втораго поряд- 
ка, есть величина постоянная и равна сумм-Ь квадратовъ величинъ, 
обратныхъ полуосямъ этой поверхности. Прилагая это къ деформатрис- 
сЬ, мы непосредственно находимъ, что сумма скоростей удлиненШ по 
тремъ взаимно-перпсндикулярнымъ направлен1ямъ есть величина посто- 
янная и равна суммЬ скоростей трехъ главныхъ удлинен1й, т. е. 

Ограничиваясь здЬсь по отношен1ю къ вопросамъ объ однородно- 
изменяемой систем* только самымъ существеннымъ, отсылаемъ читателя 
къ сочинен1ямъ, цитированнымъ въ § 18, въ которыхъ (главнымъ обра- 
зомъ въ „Кинематик* жидкаго тЬла'' Жуковскаго) вопросъ о скоростяхъ 
удлиненШ разобранъ обстоятельно. 

По поводу ско}Юстей удлинен1й зам-Ьтимъ еще, что въ чистомъ раз- 
двигант коллинеарно-изм-Ьняемой системы скорость удлинетя векто- 
ра, проведеннаго изз центра раздвигангя зависите уже отъ длины 
вектора, Въ этомъ заключается одно изъ существенныхъ отлич1й кол- 
линеарно-изм'Ьняемой системы отъ однородно-изм-Ьняемой. Д1Ьйствитель- 
но, определяя скорость удлинен1я подобно тому, какъ это выше сделано 
для однородно-изменяемой системы, мы получимъ: 



1 с/р _ (ж2 ^ у2 ^ ^2) (р^. + ау + Ег) 

Р йЬ р2 

= Рж -|- Оу ^ Й2 = р . Т . С08 Ср,т). *). 



(186) 



V Сравнить съ Формулою (180). 
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Такимъ образомъ для ректора, проввденнаю изъ центра раздвтатй, 
скорость удлиненгя опредтляется произведенгемб скорости раздви-' 
гатя на проекцгю вектора на направлете раздвигаигя. Итакъ ско- 
рость удлинен1я различна для различныхъ точекъ одного и того-же век- 
тора. Она одинакова для точекъ, лежащихъ въ плоскостяхъ 

Рх -^ С1у ^ Ег = пост,, , 

перпендикулярныхъ къ скорости раздвиган1я. 
45. Скорости сдвиган1я. 

Газсмотримъ скорости въ движен1и, состоящемъ изъ простаго сдви- 

ган1Я въ плоскости (г/2;) параллельно оси (у). Называя скоростью сдвига- 
ния пред'Ьлъ отношен1я безконечно-малой величины сдвиган1я къ соот- 
в'Ьтственному элементу времени, мы найдемъ, что скорость въ такомъ 
движен1и будетъ: 
(187) • у = 2*1 2, 

гд* 2Й;, скорость сдвиган1я. 

Известно (§ 25), что сдвиганхе сопровождается вращен1емъ осей де- 
формац1и около оси сдвиган1я на уголъ, тангенсъ котораго равенъ поло- 
вине сдвиган1я. Разсматривая безконечно-малое сдвигаше, мы можемъ 
тангенсъ заменить самымъ угломъ, откуда видимъ, что угловая скорость 
вращешя, сопровождающаго сдвиган1е и происходящаго въ ту-же сторо- 
ну, какъ происходитъ сдвигаше, будетъ равна к^ . Скорость точки, за- 
висящая отъ этого вращен1я, будетъ им^ть своими проекщями на осяхъ 
координатъ: 

О, к^г, — к^у. 

Если эту скорость вычесть геометрически изъ скорости (187), то полу- 
чится скорость, соответствующая чистому сдвиган1Ю, не сопровождаю- 
щемуся вращен1емъ осей деформац1и; эта скорость будетъ им*ть своими 
проекщями на координатныхъ осяхъ величины 

О, к^г, к^у. 

Разсматривая далЬе сдвиган1е со скоростью %к^ въ плоскости {гх) по на- 
правлешю оси {г) и отнимая отъ пего происходящее при этомъ враще- 
ше, мы найдемъ подобно предыдущему, что это сдвигап1е им'Ьетъ своими 
проешцями на осяхъ координатъ величины: 
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Точно такъ-ще мы увидимъ, что въ чистомъ едвиганш въ плоскости {осу) 
параллельно оси (ж) со скоростью 2к^ скорость данной точки будетъ 
им'Ёть своими проекц1ями величины 

Разсмотримъ теперь движен1е однородно-изм'Ьняемой системы, состоящее 
изъ трехъ безконечно-ммыхъ разсмотр'Ьнныхъ выше сдвиганШ ^). Въ 
такомъ движеши скорость какой-нибудь точки системы будетъ имйть 
своими проекц1ями на координатныхъ осяхъ: 

К^ + *8У; К^ + К^, Ку + К^^ (188) 

Скорость к сдвигатя, происходящаго въ какой-нибудь произволь- 
но взятой плоскости, нрохорщей черезъ центръ деформацш, не можетъ 
быть разсматриваема составленною изд трехз скоростей сдвигатя 
по координатными осямь. Чтобы въэтомъуб'Ёдиться, возьмемъ сдвига- 
ше со скорости к въ плоскости {уг) по направлению оси {у) и пере- 
лЕ'бнимъ потомъ произвольнымъ образомъ направлеше координатныхъ 
осей, сохраняя только ихъ ортогональность. Скорости точекъ системы 
при первоначальномъ направлен1и осей опред1^ляются формулами: 

Vx = О, 1;у = Ь, V:, = ку. 

Если (оц, р1, у^), (а^, Ра. Т2). (Оз. Рз. Тз) будутъ косинусы 
угловъ, образуемыхъ прежними осями {х у г) съ ихъ новыми направле- 
н1ями (о/ у[ 2'), то, д'Ьлая преобразоваше координатъ, получимъ: 

Ч'^х + р!^/ + Т1'У/ = О, 

«2^:г' + %^У + Т2^/ = * («ЗО^' + %У' + Тз2'); 

«з'У^г' + р8%' + Тз'У/ = * {Ч^ + РгУ' + Тг^')- 

Умножая эти уравнен1я последовательно на (а^, о,, осд), (^1, р2> Рз)» 
(у,, Хг» Тз) и складывая каждый разъ, получимъ: 



^) При безконечно-малыхъ перем1&щешяхъ порядокъ ихъ, какъ из- 
вестно, оказываетъ вл1ян1е, исчезающее въ сравнеши съ величинами са- 
мыхъ иерем^щешй. 

13 



(189) 



гд* 



V, 



V 



V, 
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= ^з'у' + ^г'г' + 2Л «2 «3 ж' , 
= к^'г' +• А:,'ж' + 2А; р, ,8з у' , 

К = (^2 ТЗ + РзТ2) *^, 
*2' = (Тз «1 + Т1 «з) *, 
Аз' = («1 Р2 + Ч Р1) *. 

Такимъ образомъ сдвигап1е выражается теперь формулами чистой 
деформац1и, содержащей удлцнен1я по координатнымъ осямъ. Это можно 
было впрочемъ предвид'Ьть, ибо только векторы, лежащ1е въ основной 
плоскости сдвигашя и въ плоскостяхъ, ей параллельныхъ, не претерп'Ь- 
ваютъ удлинешй. Сумма скоростей удлиненШ, какъ показываютъ форму- 
лы (189), равна нулю. 

Если два сдвиган1я, оси которыхъ взаимно перпендикулярны, проис- 

ходятъ по одному и тому-же направденш, то и скорости сложнаго дви- 

жен1я будутъ зависать отъ простаго сдвиган1я, какъ это замечено Жу- 

ковскимъ ^). 

46. Кинематическое значете ноэффиц1ентовъ въ общихъ фор- 
мулахъ для скоростей коллинеарно-изм'Ьняемой системы. 

Изъ двухъ посл'Ёднихъ §§ можно вид']^ть, что формулы: 



V 



X 



(190) 



^р = 

V^ = 



^гУ + К'^ + *^2^ ; 
582 4" К^ + \У 



опред']^ляютъ проекц1и скорости точки однородно-изменяемой системы, 
движете которой состоитъ изъ трехъ удлинен1й по координатнымъ осямъ 
и трехъ сдвиган1й въ коордсгнатныхъ плоскостяхъ параллельно осямъ 
координатъ. Но такое движете однородно-изм-Ьняемой системы предста- 
вляетъ собою не что иное, какъ чистую деформацш, оси которой не со- 
впадаютъ съ осями координатъ. Действительно, пусть будутъ {х, у, г) 
и (ж 4- Д^, У + Ау, 2 -|- А^;) координаты точки М въ ея положе- 
Н1яхъ въ моменты < и ^ -|" А^. Если перем-Ьщете этой точки обусло- 
вливается лишь чистой деформац1ей системы, то, на основанш сказаняа- 



^) Кинематика жидкаго т1^а; стр. 29. 



го въ § 2(1, между координатами х, у, г а х -\- Ах, у ~\- 
долкны существовать зависимости видд; 



причеиъ 5, — 1, ^2 
лыми велишнаяи. О 





■■ й»^ + ч>У + «', 

--^пx + ^^/ + к, 
^"^ + '» + ?.», 




— 1, 9а — 1, 1, ш а п будутъ б* 
геюда находимъ: 




', 


Ъ-'+ 




■ ', 


^■''+ 


^■У+'-^' 


г 






и, переходя яъ пределу, получимъ для скоростей формулы т 
да, кавъ формулы(190). 

Чтобы получить скорости для общаго случая двихеиЁя 
шнЪняеиой системы, нуяно въ формуяахъ (190) прибавит! 
(176), опред'1ияющ1е скорость въ чистонъ раздвиганЁи, 2) 

^г — гу, тх — рг, "ру — ^x, 

еоотвЪтствующЁе вращательному движенш системы какъ н< 
и 3) члены, независящ!е отъ воординатъ, кавъ слагаеныя н 
стулательной скорости. Сравнивая полученныя такимъ 01 
мулы съ формулами (172), иы и кохемъ определить кн 
значен1е входнщихъ въ эти посл1ёдн1я формулы воэффиц1ент 
этихъ коаффищентовъ равно числу эленентовъ, по вотор 
дяется скорость составленнаго нами выше слохнаго двихе 
арно-изм*няемой системы. Поэтому еэ самомъ общему сл% 
тя коллинеарно-измгьняемой системы скорость бсяк(Я 
можетз быть разсматриваема составленною изп скоро 
сящиха отъ разЬетангй, удлиненш, сдвшанШ, вращенШ 
тельныхз перемащенШ. Сравнен1е коэффиц!ентовъ даеп 
емыхъ скоростей: 
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Л.г = -*7 ^1/ = ^аС; ^г = ■"> 

5| = 1-1, ^2 = ^«27 ^3 ^^ -^3; 

(192) Л, = 4 (ЛГ, + Мз), Аз = И^з + ^1); *з = И^1 + ^2); 

(193) р = ^ (^1/з - ^2), а = I (^^1 — ^З), г = Н^2 — ^1), 

Vот = ^^1, 1^оу = 8,^у '^ог = ^3' 

Формулы (192) и (193) принадлежатъ СаисЬу. 

Д-Ьлая такое сравнен1е, нужно только помнить, что вообще говоря 
скорости раздвигашя зависятъ не отъ одн*хъ величинъ раздвигашй, но 
и отъ параметровъ, соотв-Ьтствующнхъ одпородно-изм-Ьняемой систем*; 
и, наоборотъ, скорости удлинен1й, сдвиганШ и вращешй зависятъ также 
и отъ величинъ раздвигашй и только тогда делаются отъ нихъ незави- 
симыми, когда поступательный слагаемый движен1я исчезаютъ. Скорости 
поетупательнаго движен1я также зависятъ и отъ другихъ эдементовъ, 
соотв'Ьтствующихъ движенш системы какъ однородно-изм1^няемой. 

47. Распред^лен1е скоростей; частные случаи. 

ОпредЪливъ элементы, изъ которыхъ слагаются скорости въ дви- 
женш коллинеарно-изм'&няемой системы, перейдемъ ко второму изъ на- 
м'Ьченныхъ въ § 41 вопросовъ, — къ распред'Ьлен1Ю скоростей. Им-Ья 
въ виду обратить главное вниман1е на общШ случай, когда въ разсма- 
триваемое движен1е входятъ всЬ составные элементы скоростей, указан- 
ные выше, мы ограничимся относительно распред/ьлетя скоростей вз 
частныхд случаяхь только немногими зам'Ёчан1ями. 

Когда движен1е состоитъ изъ чистаго раздвиган1я, распред'Ьлен1е 
скоростей весьма просто. Мы знаемъ, что всЬ точки двигаются по пря- 
мымъ, проходящимъ черезъ центръ раздвигашй, и что, какъ уже указа- 
но въ § 43, въ формул* (180), скорость всякой точки пропорщональна 
квадрату вектора, проведеннаго къ ней изъ центра раздвигашй, и проек- 
щи на этотъ векторъ скорости раздвигашя. Относительно распред-Ьде- 
шя величинъ скоростей для этого случая зам-Ьтимъ только следующее. 
Вс* точки, лежащ1я въ плоскости, нормальной къ скорости раздвигаи1я 
и проходящей черезъ центръ раздвиганш, им*ютъ скорости, равный нулю. 
Геометрическое м*сто точекъ, скорости которыхъ равны, определяется 
поверхностью четвертаго порядка: 
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(^,2 4- у« + 22) (х/^ + \,;у + х/2?)2 = л 

Эта поверхность им-Ьетг свойство, что для всЬхъ ея точекъ произведете 
вектора, проведеннаго изъ центра раздвиганш на направлеп1е нормали 
къ плоскости нулевыхъ скоростей, есть величина постоянная. 

Въ § 44 было уже зам']^чено, что въ чистомъ раздвиганш скорость 
удлинешя какого-нибудь вектора не одна и та-же при различной длинй 
вектора [формула (186)]. Вл'Ьдствхе этого скорость удлиття векто- 
ровду не проходящих^ черезд центра раздвтангй, зависитз иетолъ- 
но отд ихд иаправленгя и длины, но также и отъ ихз положенгя. 
Пусть будетъ 

такой векторъ, а:, , 1/^ , г;, , и х^ , У2, ^2 координаты его концовъ. Такъ 
какъ по известному свойству векторовъ 

^ = ^2 , С08 (^^р) — V^С08 {V^р), 

гд* ^1 И V^ скорости точекъ М^ И Л/^ , ТО мы имйемь 

-■^= -г [ V <^^ (Р^) + ^^29 сое (ру) + 1^2* С08 (р2) 
— V^я: С08 (рх) — V^у С08 (ру) — V^г С08 (рх) ] 
= - [ (Р^2+ ^У2 + ^^2) Р2 сое (Р2р) — (Рх1 + йу1'\-Щ) р1 С08 (?,?) ] 

= -Т [ Р2^ С0« (рар) 008 (р^т) — р^З С08 (р1р) С08 (р^т) ]. 
г 

Распред^ленхе скоростей для случая, когда коллинеарно-изм*няемая 
система превращается въ однородно-изменяемую, подробно изучено у 
Биггапйе'а ^) и у Жуковскаго^). Мы не будемъ поэтому воспроизво- 
дить здесь этихъ изследован1Й, темъ более, что съ некоторыми резуль- 



^) Евза! виг 1е йёрксетеп! й'ипе й^ге йе Гогте уаг1аЫе. ^оигпа1 
8с^еI1^Ш^ие йе ГЁсо1е Nо^та1е, (2) II, стр. 81. 
^) Кинематика жидкаго тела. 
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татами мы еще встретимся, изучая распред*лен1е скоростей для общего 
случая движешя коллинеарно-изм'Ьняемой системы; теперь-же ограни- 
чимся сл*6дующимъ зам4чан1емъ. 

Какъ изв-Ьстно, при изучен1и распред*ден1я скоростей однородно- 
изм-Ьняемой системы важную роль играетъ функц1я, названная Гельм- 
гольцемъ потенц1аломъ скоростей. Въ однородно-изменяемой систем* 
потенщалъ скоростей существуетъ въ томъ случа*, когда ея движенхе 
не сопровождается вращен1емъ главныхъ осей удлинешя и въ частности 
когда движете состоитъ изъ удлинен1й по координатнымъ осямъ или 
изъ сдвигашй въ координатныхъ плоскостяхъ. 

Вд случать чистаго раздвигангя коллитарно-измтьняемой си- 
стемы такого потенцгала скоростей существовать не можетъ, ибо 
услов1е, чтобы 

было полнымъ дифференщаломъ д:зя чистаго раздвиган1я не выполняет- 
ся: формулы (173) даютъ 

^ — гР ^ — хЕ 

^ — хй ^ — уР 

ду - ^^' дх -У^' 

и разности 

дVу дVг д^г (Ьд; дVx дVу 

дг ' ду ^ дх дг ^ ду дх ' 

не могутъ для вс4хъ точекъ системы равняться нулю, если раздвигаше 

существуетъ. Такрмъ образомъ при изучен1и распред'Ьлен1я скоростей 

въ общемъ случае движешя коллинеарно-изменяемой системы разсма- 

триван1е потенц1ала скоростей не приложимо. 

48. Общ1я зам'Ьчан1я относительно изучежя распред'Ьлен1я ско- 
ростей въ изм'Ьняемыхъ системахъ. 

Для изучешя распределешя скоростей въ неизменяемой системе 
СЬа81е8 далъ особую методу, состоящую главнымъ образомъ въ раз- 
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ематриван1и характеристики и фокуса плоскости ') 1 
томъ подробнее Маш11|е1т'омъ'). Въ приложен1а въ 
роро-изм^ннемоЙ эта метода была прям-Ьняема Уигганс 
ковскимъ*). Метода СЬаекв'я представлнетъ весьма у] 
для изу4ен1я распред'Ёлен1я скоростей ез какой-либо ш 
стем1Ь, если ее ыадлежащииъ образонъ обобщить, занЪн 
етику в фокусъ плоскости характеристикою и фокусомъ 
верхности, кавъ это было предложено БиггаиДе'омъ'). 

Мы приведемъ эту методу въ сжатомъ вид*, такъ 1 
дется этой методой отчасти воспользоваться въ прим1Ёце1 
арно-изм1^няемо& систем'Ь. 

Пусть будутъ 

уравнения, опред'1^'!яющ1я движение какой-нибудь изн1ён; 
причемъ а, Ь, с — начальный координаты какой-либо О] 
яулы: 



и 




<!/,(«,*, 


с,1) 


Л 




»ЛщЬ, 


с,() 
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могутъ служить для опред*лен1я изм'Ьнен1я съ течен1емъ 
«ти точки, заданной своинъ начальнымъ положен1емъ. 
чать распред'Ьлен1е скоростей въ данный моментъ, мы 
вить формулы, по ноторыиъ можно было-бы определить 



') Сотр(е8 гепйив, I. Ш. 
*) Мёто1ге8 йе ГГпаибиЕ, I. XX. 

*) Сотр1е8 гепйиа, I. ЬХХШ, 736 и 1. ЪХХ1У, 1243. 
*) Кинеиатикя жйднаго т^а.. 
^} Еавя! виг 1е Йёр1аеетеп1 Д'ипе й^иге йе йгте уапаЬ. 
(1е 1'Ёсо1е Нопп. (2) II. 
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дой точки системы по положешю этой точки въ разсматриваемый мо- 
ментъ времени. Так1я формулы очевидно получатся, если изъ уравне- 
шй (195) исключить координаты а, Ь, с при помощи уравнешй (194^; 
он* будутъ им-Ьть видъ: 

^х = ?1 (ж, У; 2, «), . 

(196) Vу = ср2 (х, у, г, г), 

Можно двоякимъ образомъ составить себ* понят1е о распред^ле- 
нш скоростей въ систем*. Первый способъ состоитъ въ томъ, что вы- 
бирается определенная совокупность точекъ, образующихъ н-Ькоторую 
поверхность иди лин1Ю, принадлежащую систем*, и изучается распред*- 
лен1е скоростей въ этихъ точкахъ. Изменяя потомъ параметры по- 
верхности или ЛИН1И, мы можемъ постепенно определить распредйлеше 
скоростей во всей изменяемой систем*. Второй пр1емъ состоитъ въ 
томъ, что задается некоторое условхе, которому должны удовлетворять 
скорости, и потомъ отыскиваются точки системы, для которыхъ это 
услов1е выполняется. 

Совокупность этихъ прхемовъ даетъ всегда более ясное предетав- 
лен1е о распределен1и скоростей, чемъ одинъ изъ нихъ, взятый от- 
дельно. 

49. Пр1емъ СЬа81е8'я— МаппНе1т'а— ОиггапЛе'а. 

Обращаясь сначала къ первому прхему, мы должны выбрать въ 
системе такую поверхность или такую лин1ю, на которой распределеше 
скоростей выражалось-бы по возможности просто. Иногда по свойству 
изменяемой системы можно предугадать видъ такой поверхности или ли- 
ши. Если-же это затруднительно^ то естественно выбрать одну изъ 
наиболее простыхъ при данной координатной системе поверхностей. 
Пусть будетъ 

(197) • Ф (ж, у, 2, А) = О 

уравйен1е выбранной нами поверхности, где к тотъ параметръ, который 
мы должны изменять, чтобы принять во внимаше все точки системы. 
Обращаясь сначала къ направлешю скоростей и предполагая, что 
X, у, г суть прямоугольный координаты, определимъ уголъ X, который 
составляетъ скорость точки {х, у, г), лежащей на поверхности (197), 



съ нормалью къ этой поверхности въ втой точк1&. М 
по фориул'!^: 






»^(- 



5)'+ (*)"+(?)' 



Для точки, скорость которой касательная къ поверхно 
условие: 

'' дх дг/ ' ' дг ' 

ЭТО уелов1е въ совокупности съ уравнен|емъ (197) опр( 
трйческое И'1^сго точекъ, лежащвхъ въ данной новерхнос: 
реи^щаются въ безконечно-налый элементъ врененн по 
поверхности. Это геометрическое м-Ьсто, которое будет! 
кривою ли111ей, будеиъ называть характеристикою 
ности. 

Для точекъ, скорости которыхъ ым11ютъ направле 
поверхности, существуютъ услов1я: 

дФ дФ ^Ф ' 
" ■ дх ду ()г 

который въ совокупяоети еъ уравиешеиъ (197) опред 
говоря одну вли н1&сколько отд':Б1Ьныхъ точекъ, ленащ 
поверхности. Эти точки мы будемъ называть фокусам 

Характеристика и фокуеъ даюгь представ.1ен1е о т 
гаются точки заданной поверхности. Характеристика от 
говоря точки, выходящ1я въ одну сторону поверхности, с 
ходящихъ по другую ея сторону. 

11зи11Няя паранетръ к въ уравнеши (197), мы ) 
■рядъ характеристикъ и фокуеовъ, которые будутъ обра 
ственно поверхность характеристика и линт фокус» 
поверхности характеристикъ иы пояучимъ, исключивъ < 
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(197) и (199), — а лишю фокусовъ, исключивъ к изъ (197) и (200). 
Въ частности, если уравнен1е (197) будетъ взято въ вид*: 

Л^1 У, 2) — л = о, 

дФ дФ дФ ^ ^ 7 ^ 

ТО -р ? -т- ^ ~д~ ^^' "УДУ1'^ зависеть отъ д, и сл*Ьдовательно тогда 

уравнешя (199) и (200) и будутъ соответственно поверхностью ха- 
рактеристикъ и лишею фокусовъ. 

Точки перес'Ьчен1Я поверхности характеристикъ и линш фокусовъ 
суть так1я точки системы, скорость которыхъ въ данный моментъ равна 
нулю; потому-что это так1я точки, скорость которыхъ направлена одно- 
временно и вдоль поверхности, и нормально къ ней: а это возможно 
только въ предположеши, что скорость равна нулю. 

Можетъ случиться, что поверхность характеристикъ и лин1я фоку- 
совъ вовсе не пересЬкаются; это будетъ показывать, что въ данный мо- 
мейтъ въ изменяемой систем* не существуетъ точекъ, им'Ьющихъ ско- 
рость, равную нулю. 

Можетъ также случиться, что лин1я фокусовъ лежитъ на поверх- 
ности характеристикъ. Въ этомъ случа* существуетъ ц-Ьлая лин1я то- 
чекъ со скоростями, равными нулю. 

Наконецъ можетъ существовать ц^лая поверхность, точки которой 
им^ютъ скорость, равную нулю. Это будетъ въ томъ случа*, если одно 
изъ трехъ уравнеюй (197) и (200) есть сл*дств1е двухъ остальныхъ, 
т. е. если на данной поверхности существуютъ не отдельные фокусы, а 
целыя лиши ихъ. Тогда вместо лин1и фокусовъ будетъ существовать 
уже поверхность фокусовд, и, если эта поверхность совпадаетъ съ по- 
верхностью характеристикъ, мы получимъ поверхность, точки которой 
им-Ьютъ скорость, равную нулю. 

Относительно характеристикъ заметимъ еще следующее. Разсма- 
тривая положен1е данной поверхности въ различные моменты при оромъ 
и томъ-же определенномъ Л, мы получаемъ для каждаго ея положешя 
характеристику; вс* характеристики образуютъ поверхность, которая 
отличается отъ поверхности характеристикъ, указанной выше. Эта но- 
вая поверхность есть не что иное, какъ поверхность, огибаемая движе- 
н1емъ данной поверхности. 

Положешя въ данный моментъ точекъ системы, скорости которыхъ 
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равны нулю, очевидно независитъ отъ вида поверхности (197' 
торой мы находили характеристики и фокусы. Поэтому, за1 
поверхность какою-либо другою, ыы получимъ новую поверхнос 
териствкъ и новую ливш фокусовъ, воторыя подобно предыду 
гутъ перес^Бкаться только въ точиахъ, им'Ьющихъ скорость, равн 
Такимъ образомъ всевозможшля поверхности характеристг 
нъи фокусовз имтютъ одна и т/ь-же общгя точки — точки 
скоростей. Эти точки, играюиия важную роль въ вопрос* 
д'Ьлен1и скоростей, условимся называть центрами скоростей. 
50. Другой пр1емъ для изучен!» распред'Ьлен1Я сиорост* 
Обращаясь ко второму пр1ему для нзучев1я скоростей, он 
точки системы, скорости которыхъ им^ютъ данную величину и, 
направлен1е. И зд-Ьсь на первомъ мФст* стоятъ центры своро! 
ординаты ихъ должны удовлетворять услов1янъ: 

Ч1(^> V' ^у О = % 
^1х, у, г, О = О, 
фа(ж, у, г, () = 0. 

Тавймъ образомъ число точекъ, ин^ющикъ въ данный ион 
рость, равную нулю, определяется числомъ р^шен!!!, котор 
уравнен1я (201) для х, у, г. ^Можетъ случиться, что вс* р^Ьн 
мыл; тогда центровъ скоростей въ данный моменгь не суш 
Можетъ также случиться, что одно изъ уравненШ (201) есть 
двухъ остальныхъ; въ этомъ случа* сущеетвуетъ безчисленн 
етво центровъ скоростей, образующихъ сплошную лин1ю. I 
нецъ вс1^ три уравнен1я тожественны между собою, то центры 
образуютъ сплошную поверхность. Вс* эти случаи могутъ ам' 
въ коляинеарно-изи'Ёняемой систем1^ и ея часгныхъ видахъ. 

Пусть будутъ Х, , Х, , X, углы, образуемые нЪкоторымъ з 
направлен1емъ съ осями координатъ. Точки, скорости которых 
это направлен1е, опред'Ьляются изъ уравнен1й; 

Ф|(а^; II, ^. ,,9, — '^■1^> У' ^' О ^ Уз(а?> У. ^, ') 
сое К, со» Х^ сое Х^ 

Такимъ образомъ точки изменяемой системы, скорости л 
между собою параллельны, образуютъ вз система шъкот 
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нгю. Лиши, получающ1яся для различныхъ направлешй, очевидно пере- 
секаются ВС* между собою въ центрахъ скоростей. 

Лишю (202) можно разсматривать какъ предельный видъ поверх- 
пости, точки которой имтьютз скорости, одинаково паклоненныя 
къ данному направлент, и уравнен1я которыхъ можно написать въ 
сл*дующемъ вид*: 

(203) Ср^ . С08 Х^ + <Р2 С08 Хз + <рз С08 Хд = /ср^^ ^ <р^2 ^^ ^^2 ^ ^.^ 

гд* к постоянная величина, меньшая единицы. 

Особеннаго вниманья заслуживаетъ тотъ случай, когда к равно ну- 
лю, т. е. когда точки поверхности (203) имтьютз скорости, пер- 
пендикулярныя къ данному направлент, сл*довательно параллель- 
ныя нтькоторой данной плоскости, Уравнен1е этой поверхности будетъ: 

(204) ср^ . сов Х^ -|- 92 • ^^^ ^2 Н~ ?з • ^^ ^3 = ^• 

Эту поверхность, аналогично тому, какъ это д*лаетъ МаипЬе!!» 
для неизм*няемой системы, можно назвать сопряженною сълишею(202). 

Вс* поверхности (203) г (204)*им*ютъ общ1я точки иди общую 
лишю или отчасти совпадаютъ, смотря по тому, существуетъ-ли центръ, 
лин1я или поверхность точекъ со скоростями, равными нулю. 

Геометрическое мтьсто точет, скорости которыхз равны по 
величйнть, есть поверхность, такъ какъ эти точки должны удовлетво- 
рять условш 

(204) ' ф,2 + Фз^ + срз^ = У^, 

гд* V постоянная величина. Поверхности, соотв*тствующ1я разляч- 
нымъ значешямъ V, очевидно между собою не перес*каются. 

Совокупность уравнешй (202) и (204)' даетъ точки, скорости 
которых^ геометрически равны. Мы видимъ, что такихъ точекъ во- 
обще говоря будетъ конечное число или даже вовсе можетъ не быть. 

51. Фокусы и характеристики въ движенш ноллинеарно-изягЬня- 
емой системы. 

Основное свойство коллинеарно-изм*няемой системы, что всякая 
плоскость, составленная изъ ея точекъ, во всякое время остается пло- 
скостью, указываетъ, что для изучен1я распред*лен1я скоростей къ 



;м'Ь ел'Ьдуетъ поверхности (197) взять въ ве 
собою плоскостей. Пусть будетъ 

изъ этик'ь плосЕЕоетей, Ь, М, N косинусы у 
в Ь. вхъ пере)|1&ненный параиетръ, опред'Ёляюш 
начала координап.. Составляя для настояща 
ны пайдеиъ: 

ж 4- Су + Щ {Ьх •\'Му-\- Ш) 

10 внимаше уравнеше (205), 

°ж + 0)/ + Ег) 

Ц + МЬ^ -\- N^з)x + (ХМ, + ММ^ + №1/,: 

№, + Л/А^2+ -^^з)^ + (Щ + ^^г + Л'.^з) 

I видимъ, ЧТО точки, имтьющъя равныя мел 
стей на направлете нормали кз плоскосг 
шыя линги. 
прямая между собою параллельны, такг 
)^ въ уравнеши (207) угяовые коэффиц1енты э 

[ЮТСЯ. 

1ДН0, что и характеристика плоасости то 
ь то-же направление. Она опрел;'Ьляется сово 
) и уравнешя 

- 0), + Дг) + (ьл, + мь^ + N^^)x 

- М8^ + Л^в») = 6. 

чныхъ между собою плоскостей харавтериетиви 
[ралдельны, такъ кавъ съ изи*нен1емъ Н угл( 
ен1Я (208) будутъ вообще говоря н^^нять ево 
;и будутъ стало-быть образовать линейчатую по 
ь алгебраическая, втораго порядка, дотоиу-что ея урав- 
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нен1е получится, если вместо к подставить его выражеше изъ (205) 
или, другими словами, приравнять нулю вторую часть уравнен1я (206). 
Такъ какъ она въ пересЬченш съ системою параллельныхъ между собою 
плоскостей 



(209) 



Рх -}- Оу -|- -Й2 = пост. 



даетъ прямыя лин1И, то она не можетъ быть нич']^мъ инымъ, какъ гипер- 
болическими параболоидом^. Отсюда сл*дуетъ дал-Ье, что по м*р* го- 
го, какъ мы будемъ передвигать плоскость (205) параллельно самой се- 
Ь% постоянно въ одномъ и томЪ'Же направленш, характеристика будетъ 
поворачиваться около нормали къ этой плоскости постоянно въ одну 
сторону. 

Вс* поверхности характеристикъ имЪютъ свойство, что у нихъ 
одна и та-же направляющая плоскость (209). 

Зам*тимъ еще, что вторыя части формулъ (172), приравненный 
нулю, представляютъ собою тоже поверхности характеристикъ, именно 
т-Ьхъ, который соотв'Ьтствуютъ плоскостямъ, параллельнымъ коордн- 
натнымъ. 

Существуютъ ^ва случая, когда поверхности характеристике 
обращаются вз плоскости, 

1) Это будетъ, когда движен1е коллинеарно-изм']&няемой системы 

состоитъ изъ простаго раздвигашя; въ этомъ случа* Ь^, М^, /З'з 

равны нулю и уравнен1е поверхности характеристикъ принимаетъ видъ: 

{Рх + Оу + Щ (^я? + % + -^2;) = О 

и опред'Ьляетъ собою деть плоскости, проходящ1я черезъ центръ раздви- 
гашй. Первая изъ нихъ, 

Рж + % + ^^ = О, 
содержитъ характеристики всЬхъ плоскостей (205), а вторая 

Ьх^Му-{-Ш = О, 

есть одна изъ плоскостей, веб точки которой двигаются въ самой пло- 
скости; изв'Ьстно, что это им'Ёетъ м'Ёсто для всЬхъ плоскостей, прохо- 
дящЕХъ черезъ центръ раздвиганШ. 
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2) Второй случай, когда поверхность характерист 
скость, получается, если коллннеарно-изм'1Бняеную систе! 
ДВИГЗН1Й, т. 6. если ее превратить вь систему одпородЕ 
потому-что тогда 

Р = 0, а = о, Е = 0, 

и уравнен1е поверхности характеристивъ првнинаетъ вид'; 

(ЬЬ1 + М1^ + N1») X + {ЬМу -\- ММ^ + Л' 

+ {^N^ + МЫ^ -\- N^\) г + хв, 4- М8., + № 

Въ частности можно разсиатривать 

Цх + М^-\- N,2 + Й, = О, 
(210) Ь,х -\-М^-{- Ы^г + 5^ = О, 

какъ поверхности характеристикъ, соотв'Ьтствующ1я пл 
ра.тлЁльнымъ коорципатныиъ. Эти плоскости и плоскости 
координатныиъ, обладаютъ до некоторой степени свойст 
. сти. А пненно, плоскости, параллельпыя координатныиъ, 
тривать какъ поверхности характеристикъ, соотв^тств 
стямъ,_ воторыя перпендикулярны одновременно къ дву| 
етей (210). Действительно, для того, чтобы наприм*ръ 
характеристивъ была плоскость 

X = пост. 

нулво предположить^ что 

ЬМ, + ММ^ + ЫМз = О, 

^N, + ММ,_ + NN3 = 0; 

а это равносильно предноложенио, что плоскость (205) ш 
ко второй и къ третьей изъ плоскостей (210). 

52. О неизм'Ьнныхъ ллоскостяхъ и объ оснхъ и 
ростей. 

Мы видели въ предыдущеиъ §, что во всякой плос 
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арно-изм']^няемой системы существуютъ точки, образующ1я прямую, ско- 
рости Еоторыхъ направлены по самой плоскости. Посмотримъ теперь, 
нельзя- ли найти так1я плоскости системы, который вь данный эле- 
ментп времени перемтщаются параллельно самимз себть, и въ част- 
ности так1я плоскости, которыя въ разсматриваемый элементз 
времени остаются неподвижными, т. е. вс* точки которыхъ въ дан- 
ный моментъ им'Ьютъ скорости, лежащ1я въ дтой плоскости. Если су- 
ществуютъ плоскости посл'Ьдняго рода, то он* въ данный элементъ вре- 
мени своего положешя въ пространств* не изм-Ьняютъ и могутъ слу- 
жить для оргентировки при изучеши скоростей, перемйщетя другихъ 
плоскостей и т. п. Пусть будетъ 

(211) ^,x•^^М^ + N,г-^=0, 

одна изъ искомыхъ, перемещающихся параллельно себ* плоскостей. Ея 
коэффищенты должны удовлетворять условш 

(212) Ьо^^ + Л4 Vу^N^V,=к 

при вс*хъ возможныхъ значен1яхъ такихъ координатъ, которыя удовле- 
творяютъ уравнешю (211). Зд-Ьсь черезъ к означена скорость перем*- 
щен1я плоскости параллельно себ*, считаемая по нормали къ этой пло- 
скости. Подставляя въ последнее уравнеше выражен1я (172) и принимая 
во внимаше уравнеше (211), получимъ услов1е: 

(213) + (^оМ, + М,М^ + N,М,Уу + ^^,N, + М,N, + N,N,) г 

+ Ь^8^ + ^0^2 + Л^о^з - А: = о, 

которое должно им*ть м*сто при вс*хъ возможныхъ значен1яхъ х, у, г, 
удовлетворяющихъ уравнешю (211). Для опред-Ьленхя Ь^, М^, Ж^ 
умножимъ (211) на неопределенный пока множитель л и, приложивъ по- 
лученное выражеше къ уравнешю (213), приравняемъ нулю вс* 
коэффиц1енты. Это дастъ намъ 4 уравнен1я для опред*лен1я четырехъ 
неизв'Ьстныхъ Ь^, М^, N^, X : 

^^^^) к,Ь, + ЛГ, Л/о + {N, + X) ЛГо + 22 = о, 

8,Ь^ + В^М^ + /§3^0 - (Л + X) = 0. 
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Искдючивъ отсюда Ь^, М^, К^, мы получимъ для опред4лен1Я X урав 
неше четвертой степени: 



^1> ^27 ^3> №+^) 



0. 



(215) 



Для каждаго изъ корней этого уравнен1Я получается система р-Ьшенхй 
для Ь^, М^, К^ изъ уравнен1й (214); такимъ образомъ мы видимъ, 
что коллинеарпо-измпняемая система имтьетд вд каждый элементпд 
времени четыре перемтьщающихся параллельно самимъ себт пло- 
скости. Дв* изъ нихъ или всЬ четыре могутъ быть и мнимыми. 

Если плоскость (211) не изм'Ьняетъ своего положешя и следова- 
тельно ВС* точки ея перем-Ёщиются въ самой плоскости, то 



последнее изъ уравнешй (214) будетъ 



8,Ь^ ^^ 8^М^ ^ 8,N, - \ = О, 



(216) 



а уравнеше (215) приметъ видъ: 






= 0. 



(217) 



Итакъ вд каждый элемента времени коллинеарно-измтъняемая си- 
стема имгьетз четыре плоскости, не измтняющихъ своего положе- 
шя ^). Эти плоскости мы будемъ называть основными. Дв* изъ нихъ 
или всЬ четыре могутъ быть и мнимыми. Въ случа'Ь вещественности 
всЬхъ четырехъ плоскостей, он'Ь образуютъ собою тетраэдръ, шесть ре- 
беръ котораго суть так1я прямыя лин1и, точки которыхъ въ данный эде- 



^) ГеометрическШ выводъ см. у Вигте8<;ег*а, йеНвсЬпЛ Шг Ма1Ь. и, 
РЬув. В. XX. 1875 г. 

16 



\ 
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ментъ времени перем']^щаются вдоль этихъ прямыхъ. Тавимъ образомъ 
въ этомъ сдуча'Ь существуютъ шесть прямыхъ линШ, ив пзмтпяю- 
щихд въ данный элементъ времени своего положетя въ простран- 
ствт. Когда дв'Ь изъ основныхъ плоскостей мнимыя, то непрем'Ьнно 
будетъ существовать одна неизм-Ьняющая своего положен1я прямая; но 
могутъ существовать и друг1я так1я прямыя. 

Въ случа* существован1я четырехъ основныхъ плоскостей верши- 
ны тетраэдра им'Ьютъ скорости, равный нулю, потому-что подчинены 
требован1ю оставаться одновременно на трехъ не изм'Ьняющихъ своего 
положен1я плоскостяхъ. Это суть мгновенные центры въ движент 
коллинеарно-измгьняемой системы. Число ихъ не можетъ быть 
болте четырехъ; потому-что если-бы существовала пятая точка со ско- 
ростью, равною нулю, то плоскость, проведенная черезъ нее и черезъ 
дв* изъ первыхъ неподвижныхъ точекъ, представляла-бы собою пло- 
скость, не изменяющую своего положен1я, отличную отъ четырехъ основ- 
ныхъ плоскостей. А это невозможно, какъ это видно изъ сказаннаго 
выше. Эти разсужден1я не относятся впрочемъ къ частнымъ случаямъ 
движен1я, въ которыхъ можетъ существовать безчисленное множество 
неподвижныхъ точекъ и плоскостей. 

Могутъ-ли существовать мгновенные центры, когда дв1^ или всё 
четыре основныхъ плоскости мнимыя, мы увидимъ ниже. 

53. О хараитеристикахъ, фонусахъ, основныхъ лин1яхъ и цент- 
рахъ скоростей плоской коллинеарно-изм'Ьняетрй системы. 

Каждая изъ основныхъ плоскостей, взятая въ отд'Ьльности, пред- 

ставляетъ собою плоскую коллинеарно-изм-Ьняемую систему. Изучете 
распред^ленгл въ ней скоростей полезно для уяснен1я вопроса о распре- 
д'Ёлен1и скоростей въ систем'Ё трехъ изм'Ёрешй. Для плоской системы 
скорости определяются следующими формулами: 

V:, = а?(ра?+?У) + ^1а^ + ^12/ + «и 

'^у = У(ра^ + 33/) + ^2» + ^2У + V 
]Iроведемъ въ этой системе прямую 

(218) гх-^шу — Н = О 

и определимъ точки этой прямой, въ которыхъ проекц1и скоростей на 
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ея направлен1е одинаковы. Эти точки определяются совокупностью 
уравнешй (218) и 

« 

V . созк = {1х -|- ^у)Ср^с + ^1/) + (^1 4- 'П^г)^ + (^^1 + ^Щ)У + ^«1 +Ц> 

изъ которыхъ последнее первой степени, благодаря тому, что 1х -(- ту 
постоянное. Такимъ образомъ на каждой прямой, принадлежащей пло- 
ской коллинеарно-изм'бняемой систем1^, находится только одна точка, для 
которой проекц1я скорости на направлен1е этой прямой им-Ьегь заданную 
величину. 

Точка, скорость которой им']Ьетъ направлен1е самой заданной пря- 
мой, должна удовлетворять уравненш 

к {рх -|- Зу) -|- (й^ -[- ^г) ^ 4~ а^'^г. 4~ *"'*'*2)У Н~ ^Ч 4" ""^г = О 

I 

и уравнешю (218). Эта точка можетъ быть названа характеристи- 
кою данной прямой. 

Геометрическое мйсто характеристикъ всЬхъ параллельныхъ меж- 
ду собою прямыхъ лиши определяется уравнешемъ 

{1х-\-ту) (^рл4-2у)+(Й1-[-тг2)аН-('^1+^'^2)У+Щ-^*2 = 0; (219) 

которое принадлежитъ тперболгь. Одна изъ ассимптотъ этой гипербо- 
лы параллельна заданному направленш; а направлен1е другой ассимпто- 
ты общее для всЬхъ гиперболъ и параллельно прямой 

1>ж + ЗУ = 0. 

Эта гипербола превращается въ дв* прямыя линш въ двухъ случаяхъ: 
1) Это будетъ, когда движен1е состоитъ изъ простаго раздвиган1я; въ 
этомъ случа* уравнен1е (219) принимаетъ видъ: 

{рх + ^у) {1х + '^у) = 0. 

Первая изъ этихъ прямыхъ даетъ характеристики всЬхъ прямыхъ, па- 
раллельныхъ заданной, а вторая, 

1х 4- ^у = О, 
будетъ одною изъ прямыхъ, всЪ точки которой двигаются вдоль этой 
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прямой. 2) Характеристика будетъ прямая лин1я, если коллинеарно- 
изм-Ьняемая система превратится въ однородно-изм'Ьняемую; тогда 

и ЛИН1Я характеристикъ будетъ: 

Мы увидимъ ниже, что и въ общемъ случа* движешя существуютъ га- 
к1я направлен1я, для которыхъ лишя характеристикъ превращается въ 
дв* прямыя лин1и. 

Обращаясь опять къ общему случаю движен1я плоской коллинеар- 
но-изм-Ьняемой системы, отыщемъ так1я прямыя, всЬ точки которыхъ въ 
данный моментъ перемещаются вдоль самыхъ прямыхъ. Полагая, что 

1^х + ш^у — 1=0 

есть одна изъ искомыхъ прямыхъ, и поступая по способу, прим-Ьненно- 
му выше къ коллинеарно-изм^няемой систем* трехъ измЬренШ, мы при- 
демъ къ р-Ьшенш сл-Ьдующихъ уравненШ: 

(^1 + >^)'о + ^2^0 + ^Р = О, 
»^1^0 + (^2 + ^)^0 + 2 = О, 
«1^0 + «2^0 — ^ = О, 

который даютъ для X кубическое уравненхе: 



(220) 






^1 > ^2 > 



= 0. 



Въ случа* вещественности трехъ корней этого уравнешя будутъ 
существовать три прямыя линш, не изм'Ьняющ1я своего положешя въ 
данный элементъ времени, и три точки, остающ1яся въ это время не- 
подвижными. Въ случа* вещественности одного корня уравнешя (220) 
будетъ только одна такая прямая^). Можетъ-ли въ посл-Ьднемъ случа* 
существовать неподвижная точка, мы увидимъ ниже. 



*) Лигинъ (NоиV. Аппа1е8 йе таШ. 1873) обратилъ внимаше на 
существоваше этихъ лиши и точекъ^ основываясь на свойствахъ коллине- 
арныхъ Фигуръ. 
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54. Приложен1е лредыдущихъ вопросовъ къ од 
виой системе 

Для однородво-изнЪннемоп системы условие (212 
плоекостй, пере1111^щающебся параллельно саноЁ себ'Ё, п 

а уравнен1Я (214) п (215) обращаются въ сл*дующ1я: 
{1^ Н- X) Ьв + 1^М^ + 1,М„ = О, 

Л/; А, н- (м^ + X) Л4 Н- м^м^ = о, 

.у,х„ + д^^^ц, + (^3 + X) д^о = о, 

8,1^ + 8^ц, 4- й.л; — ( АН- X) = о 



х, -I- X , ^2 , 4 . о 

ЛГ, , 1У^ , Л', -I- X , о 



Последнее уравнение распадается на два: 



Ь, + X , Хд , т:» 

1/1,Л4-|-Х,3/з 

А + Х = 0. 



Второе изъ этихъ условШ не мошетъ быть принят 
жен1И, что опред'Ьлнтель (223) не равенъ нулю; это в 
это равносильно предположенш, что Ь^, Л/ц, ^^ равн1 

Такимъ образомъ для X мы им^емъ теперь кубич 
(223) и следовательно вз каждый элеменшд временг 
ствовать три или одна плоскости, перемтцающг; 
но самимв себт (теорема ВегЬгапА'а^). Такъ 
роднО'ИзнЪняеноп систем* всяе1я дв4 плоскости остают1 
ив еаивмъ себ*, то вз каждый элемента времени сущ 



*) Сошр1ев гепйца, 1868. 
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или одна системы плоскостей, перемещающихся параллельно са- 
мимь себть. Это видно теперь также и изъ того, что въ первыя три 
изъ уравненШ (221) и въ уравнен1е (223) к не входитъ и поэтому 
опред^леше величинъ X, Х^, М^, ^^^^ отъ А; не зависитъ. Т1^ши-же 
уравнен1ями (221) и (223) опред'бдяются стадо-быть три или одна 
плоскости, остающгяся въ данный элементъ времени неподвижны- 
ми. ВсЬ точки такихъ основных^ плоскостей перемещаются вдоль са- 
михъ плоскостей. Въ случа* вещественности трехъ основныхъ плоско- 
стей, существуютъ три перес*кающ1яся между собою оси (оси скоро- 
стей), точки которыхъ двигаются вдоль самихъ себя. Точка пересЬ- 
чен1я основныхъ плоскостей им-Ьетъ скорость, равную нулю: это центра 
скоростей однородно-изм1^няемой системы. Такая точка въ каждый 
моментъ можетъ существовать только одна; ибо, еслибы существовала 
другая такая точка, то прямая, соединяющая ее съ первымъ центромъ 
скоростей, была-бы четвертою осью скоростей, чего быть не можетъ. 
Такая точка не можетъ также въ общемъ случа'Ь находиться на одной 
изъ найденныхъ трехъ осей скоростей, потому-что, какъ мы знаемъ, всЬ 
точки вектора въ однородно-изм'Ьняемой систем* или удаляются друга 
отъ друга (въ случаЬ удлинен1я вектора) или приближаются другъ-къ- 
другу (въ случа* сокращешя вектора); следовательно вс* точки на оси 
скоростей или удаляются или приближаются къ центру скоростей и ни 
одна изъ нихъ не можетъ оставаться неподвижною. Въ частности впро- 
чемъ можетъ случиться, что вс* точки на оси скоростей остаются непо- 
движными. 

Разсмотримъ еще рижеше въ одной изъ основныхъ плоскостей, 
изъ которыхъ каждая, какъ и всякая другая плоскость системы, пред- 
ставляетъ собою плоскую однородно-изм-Ьняемую систему. Для плоской 
системы скорости опред']^ляются формулами: 

г?д, = \х + ^1У + «1, 

Vу = 1^х + т^ + 82, 

И уравнешя (221) и (223) обращаются въ слЬдующгя: 
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Ёъ случа^Ё д'1Ёйгтвятельности корней этого уравнен 
дв'1^ оси скоростей и одинъ центръ своростей. Въ с^ 
этикъ корней, осей скоростей вовсе не будетъ. 

55. Разборъ случая, когда въ ноллинеарно-иэи^| 
четыре ОСНОВНЫЙ плоскости дЪйствительныя. 

Обращаясь опять къ скстен1^ коллинеарно-изнЪняей 
ренш, разсиотрииъ внимательнЪе случай, когда вс% я 
плоскости вещественный. Для простоты перенесенъ на^ 
въ одну изъ вершиаъ тетраэдра М^, М^, М^, М^, обр 
ныни плоскостями, нанр. въ точку М^, а оси координа' 
иаправленЁю трехъ его сходянщхся реберъ М^М^, А 
Перенесете начала кооррнатъ въ точку со скоростью, 
уничтолаетъ въ форнулакъ (1 7 2) члены, не зависящЁе от1 
*8, , 15'з , ^5з , — а заи'Ьнен1е ортогональной системы (х, у, 
(з^ , у', 2!) приводить эти формулы къ следующему виду: 

V/ = {к,х' + гу + т,г') (Р'а/ + ЦУ + I 

+ ь,'х' + дг.у + ДГ//, 

Ь' = (К^ + 1-^' + ш^^){Р'х' + ОУ + 1 
■ +^^x• + Щу^~\•N^,', 

V/ = (к^х' + 1^' + щ,г'){Р'х' + ау + / 

Выражая теперь условия, что точки, находящ1яся на 
осяхъ (ребрахъ тетраэдра), ии^ютъ скорости, направл 
ственпо по этимъ осямъ, т. е. что, когда 

3/' = 0, 2' = О, 

при всякомъ а/ должно быть 

и т. д., мы ириведеиъ формулы (224) къ ел^дующему ] 
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^/ = 1Ж^^' + ОУ + Й'Ю + Л4У, 

Д-Ьдая въ дМствительности преобразован1е координатъ, мы найдемъ, 
что \^ 1^у Шз суть суммы квадратовъ косинусовъ ух^ловъ, образуе- 
мыхъ новыми осями съ первоначальными ортогональными осями. Каж- 
дый изъ этихъ коэффищентовъ стало-быть равенъ единиц*. Нако- 
нецъ, означая черезъ 5^ , «д , ^д длины реберъ тетраэдра, сходящихся 
въ новомъ начад'Ь координатъ, выражая услов1я, что скорости точекъ, 
находящихся на концахъ этихъ реберъ, равны нулю, и отбрасывая знач- 
ки, получимъ: 

г?а. = х{Рх 4~ ОУ + ^^) Р8уХ^ 

(225) ^у = ^(^^ + % + Щ — 0^2У , 

Vг = г{Рх + Оу + Их) — Ез^г . 

Прежде всего разсмотримъ, как1я скоросгги им'Ьютъ точки, лежащ1я 
на одномъ изъ реберъ тетраэдра, на М^ М^ . Для этихъ точекъ 

Vx = Рх{х 8^) , Vр = 0у Vx = 0. 

Направлен1е скоростей точекъ въ промежутке М^М^ между неподвиж- 
ными зависитъ отъ знака коэффищента Р и будетъ положительнымъ при 
Р отрицательномъ и отрицательнымъ при Р положительномъ. Наиболь- 
шую скорость будетъ им^ть точка, делящая М^ М^ , пополамъ. Точки 
прямой М^ М^ , лежащ1я вн* промежутка М^ М^ будутъ им*ть скоро- 
сти направленный одинаковымъ образомъ, противуположно предыду- 
щимъ скоростямъ. Такимъ образомъ при Р положительномъ точки, ле- 
жащ1я въ пред^лахъ отъ — ■ оо до ^^/1 , стягиваются къ точк'Ь Ж4 , а точ- 
ки, лежащ1я въ пред'Ьлахъ отъ М^ до -\- оо, удаляются отъ точки 
Ж, . Подобное-же зам'Ьчан1е можно сделать и относительно двухъ дру- 
гихъ реберъ тетраэдра, сходящихся въ точк* ^^/4, и вообще относитель- 
но всЬхъ шести его реберъ, потому-что видъ формулъ (225) не зави- 
ситъ отъ того, въ какой вершин-Ь тетраэдра было выбрано начало ко- 
ординатъ. 
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Если-бы дли разснатриваенаго ионевта Р или ^ илв I 
нулю, то еоотвйтетвенно вс.4 точки пряныхъ М^ М^ или 
М^М^ оставалвсь-бы неподввкныни. То-ге самое будеть в 
отвоснтельво реберъ Л/^Л/*,, М^М^, М^М^, еслв буду1 
ственяо 

«Яг = Л«8 , Ляз = Р»1 , Р»! = ая™ . 

Если попарно равны пулю ^ и ^?, Я а Р ала Ра 
точки, лелащ1я соответственно въ плоскостяхъ М^ М^ М, , 
или М^ Л/, М^ , остаются неподвихныни. Точно такъ-же, 

то всЬ точки плоскости М^ л/, Л/д будугь неподвижны. 

Накопецъ, если для данпаго ноиента ж% три козффид1ен 
равны нулю, то нетолько вея поверхность тетраэдра, н 
вся колланеарно-изи^няемэя система будетъ въ этотъ и 
подвижна. 

56. Распред'Ьлен1в скоростей въ основныхъ плоеное 
Разсмотримъ теперь, какъ проиеходитъ двил[еН1е точев 
изъ граней тетраэдра, напр. въ плоскости М^М^М^. С 
чекъ этой нюскости ооред'Ёляются фориулани: 

Бсякаа пряная, проходящая черезъ одну изъ неподв 
чевъ, напр. черезъ точку Л/, , ин1Ёемъ угловую скорость, в 
вс^хъ прямыхъ, леяащихъ внутри угла М^М^М^ , одного 31 
другакъ прямыхъ того-же самаго пучка ии11еиъ зпавъ против 
Это прямо видно изъ того, что было сказано относительно д 
чекъ па ребрахъ тетраэдра. 

Ни одна изъ прямыхъ, проходящикъ черезъ неподвия 
не имЪетъ характеристики или, в^^рн'Ёе, характеристики В1 
прямыхъ совладаютъ съ неподвижными точками. Остальн 
им'Ёнп'ъ различный характеристики. Формулы (326) по 
что характеристики ваьм прямыхъ, параллельных^ одш 
ром треугольника М^ М, М, , образуют^ прямую, прох! 
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резъ вершину, противуположную этой стороигь. Три системы пря- 

лыхд, параллель- 
ных д неподвиэю- 
н ы мд прямыми 
М^М^, М^М^ и 
М^М^, им1ьютз ' 
линш характери- 

стикд Л^1, А^2 ^ 
^1 2 , параллельны я 
между собою. Точ- 
ки пересЬченхя 
этихъ прямыхъ со 
сторонами Ж^ ^1/1 , М^М^, и М^М^ определяются соотв-Ьтственно ко- 
ординатами: 




X 



41 



р^2 7 



У42 — -Ц'Х 



X 



0^1 «5 



12 



0^2 - ^^1 ' 



^12 = 



Рб^Зг^ 



в«2 — Р^ 



Въ § 53 было уже указано, что въ плоской коллинеарно-из№Ьняе- 
мой систем*, каковою представляется грань Ж^ Ж^ М^ , геометрическое 
м'Ьсто всЬхъ точекъ, скорости которыхъ между собою параллельны, — 
гипербола. Уравнен1е ея, если означить черезъ 8 угловой коэффи- 
ц1ентъ, опред'ЬляющШ заданное направлен1е, будетъ теперь: 

{Рх-\'йу){Ь.х — у) — Р8^.Ь.х-{- йв^Л.у = 0. 

Эта гипербола проходитъ черезъ вершины треугольника М^ М^ М^ , что 
можно вид*ть непосредственно, такъ какъ скорости этихъ верпшнъ, бу- 
дучи равны нулю, могутъ быть разсматриваемы какъ скорости, им'Ьющ1я 
ВСЯК1Я направлен1я. 

Центръ гиперболы определяется координатами: 



Л/г, 



Уо == 



2РаЬ . 9^ 4- (08 — Р)РЬ. «1 
(08 + РУ 



(227) 
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Одна изъ ассимптотъ этой гиперболы паралдедьпа данному напра- 
вденш, а другая параллельна прямой 

Рх-^йу = О, 

т. е. перпендикулярна къ скорости раздвиган1я, происходящаго въ раз- 
сматриваеной плоскости. 

Геометрическое м-Ьсто центровъ всЬхъ гиперболъ, соотв*тствую- 
щихъ различнымъ заданнымъ направлен1ямъ, мы найдемъ, исключивъ $ 
изъ формулъ (227). Относительно 8 оба уравнешя второй степени. 
Изв-Ьстно, что результатъ исключен1я ^ изъ двухъ уравнен1й 

кс^ + /у -|- т = О , 
Ж'^2 ^ у^ .-I- т' = О, 

выражается формулою: 

(Ш' — Ш) {Ы — тУ) — {тк' — кт!)^ = О . 

Прилагая ее къ данному случаю, получимъ: 

{Р8, - йз^) {РХ^ + йУо? - ^(^1 + 208,) X, 
— О (2Р8, + й«2) Уо + ^0«1«2 = О . (228) 

Центры всЬхъ гиперболъ находятся такимъ образомъ на парабо- 
лт, если разность Рв^ — 0,8^ не равна нулю. Ось этой параболы обра- 
зуетъ съ прямою М^ М^ уголъ, равный дополнешю до двухъ прямыхъ 
къ углу, образуемому съ нею нормалью къ скорости раздвиган1я, про- 
исходящаго въ разсматриваемой плоскости. 

Гипербола превращается въ дв* прямыя линш 

8. ж — у = 0; 

Рх+0у — Р8^ = О, 



(229) 



если 



Въ этомъ случай 



Р«1 — СЫг = 0. 






суть координаты точки перес'Ьчен1я этихъ прямыхъ. Парабола-же (228) 
превращается теперь въ прямую (229). 
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57. Распред'Ьлен1е скоростей въ плосиостяхъ, параллельныхъ 
основнымъ. 

Зная распред'Ёдея1е скоростей въ одной изъ граней тетраэдра, не- 
трудно составить себ* понятге о томъ, какъ распред-Ьдяются скорости 
въ плоскостяхъ, параллельныхъ этимъ гранямъ, а следовательно, какъ 
он* вообще распределены въ систем*. Обращаясь для этого къ уравне- 
н1ямъ (225) и давая въ нихъ одной изъ координатъ постоянное значе- 
н1е, мы найдемъ что характеристики всЬхъ плоскостей, параллельныхъ 
одной и той-же грани тетраэдра, между собою параллельны. Наприм^ръ, 
характеристика плоскости 

(230) г = пост. 

определяется очевидно услов1емъ 

1;. = 0, 
т. е. услов1емъ 

(231) ' РхЛ^Оу-^-Ег — Ев^ = О, 

и представляетъ следовательно въ плоскости прямую линш, угловые ко- 
эффищепты которой суть Р и ^. Эти коэффищенты будутъ одни и те- 
же для различныхъ плоскостей (230); следовательно все характеристи- 
ки параллельны между собою. 

Уравнен1е (231), если въ немъ считать г переменнымъ, можно 
очевидно разсматривать какъ геометрическое место характеристикъ 
всехъ плоскостей, параллельныхъ грани М^ М^ М^ . Это есть пло- 
скость, проходящая черезъ вершину М^ . Точно такъ-же плоскости 

(232) Ря? + % + ^2; — Рв^ = О, 

(233) Рх-^Оу^Вг — йв^ = О 

содержатъ въ себе характеристики плоскостей, параллельныхъ соответ- 
ственно гранямъ М^ М^ Л/д , Ж^ М^ Ж, . Первая изъ этихъ плоско- 
стей проходитъ черезъ вершину М^ , вторая черезъ вершину М^ . Все 
три плоскости (231), (232) и (233) параллельны между собою. Ха- 
рактеристики плоскостей, параллельныхъ четвертой грани тетраэдра 
М^ М^ М^ , лежатъ въ плоскости 
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Рх + а^ + йг = О, (231) 

параллельной первымъ тремъ плоскос.тямъ. Д-Ьйствительно, пусть будетъ 

Г + 7-+Г-^=^' (235) 

**1 *'2 **3 

уравнен1е одной изъ плоскостей, параллельныхъ грани М^М^М^, Для 
того, чтобы скорость точки, принадлежащей этой плоскости, лежала въ 
поелЬдней, должно быть выполнено услов1е: 

!!^ _[_ ^ + ^ = О, 

^1 §3 «3 

ИДИ, на основащи уравненШ (225) и (235), 

(X _ 1) (Рх + ау + Д^) = 0; 

и, такъ какъ X можетъ им*ть произвольныя значеп1Я, то должно им^ть 
м*сто услов1е (234). Итакъ можно сказать: При движеши коллинс- 
арно-измтьияемой системы, при котором^ въ данный момента су- 
ществуютъ четыре вещественный основныя плоскости, геометри- 
ческое мгьсто характеристика плоскостей, параллельныхъ одной 
изъ основныхъ, есть плоскость, проходящая черезъ точку перестьчс- 
нгя трехъ 'остальныхъ основныхъ плоскостей, Всгь четыре плоско- 
сти характеристикъ, соотвтьтствующгя гранямъ основнаго тетра- 
эдра, между собою параллельны. Эти четыре плоскости характери- 
стикъ сливаются въ одну, если движен1е коллинеарно-изм^няемой систе- 
мы состоитъ изъ простаго раздвиган1я, потому-что въ этомъ случаЬ 
четыре вершины тетраэдра совпадаютъ въ одну точку. Это можно ви- 
д*ть изъ того, что уравнешя (225) превращаются въ уравнен1я (173), 
если принять 5^ , з^, 8^ равными нулю. 

Для опред*лен1я характера движен1я въ случа* существован1я че- 
тырехъ основныхъ плоскостей полезно также разсматривать въ основ- 
ныхъ плоскостяхъ прямыя, проходящ1я черезъ вершины тетраэдра, а 
также разсматривать плоскости, проходящ1я черезъ ребра тетраэдра — 
оси скоростей. Въ § 55 мы видели, что скорости точекъ на оси скоро- 
стей, дежащихъ между мгновенными центрами, направлены въ одну сто- 
рону, а у остальныхъ точекъ этой прямой въ сторону противу по ложную. 
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Направлен1я этихъ скоростей опред^^ляютъ собою направлешя вращен1я 
прямыхъ, проходящихъ черезъ центръ скоростей, не лежащШ на разсма- 
триваемой оси скоростей, н следовательно вообще опред-Ьляютъ харак- 
теръ двпжешя, происходящаго въ основной плоскости. Точно такъ-же 
направлен1я скоростей точекъ, лежащихъ на оси скоростей, опред^ляють 
собою направлеше вращен1я плоскостей, проведенныхъ черезъ нротнву- 
положную ось скоростей, не пересЬкающуюся съ первою. Наконецъ ско- 
рости точекъ въ основной плоскости опред^ляготъ собою направлен1я 
вращен1я прямыхъ, проходящихъ черезъ мгновенный центръ, не лежа- 
щШ въ этой основной плоскости, и следовательно вообще онред*ляютъ 
характеръ движешя въ безконечно-малый элементъ времени всей колли- 
неарно-изм^няемой системы. 

58. Разборъ случая, когда двЪ осиовиыя плоскости янимыя. 

Перейдемъ теперь къ случаю, когда два корня уравнен1я (217) 
мнимые, т. е. когда въ данный моментъ существуютъ только деть основ- 
пыпуплоскости. Бозьмемъ ось х по прямой ихъ перес'Ьчен1я, которая 
въ -данный элементъ времени тоже не изменяетъ своего положен1я, а оси 
3/ ц ;^ къ ней перпендикулярно въ основныхъ плоскостяхъ. Если при- 
нять во вниман1е условия, что теперь для точекъ, для которыхъ у П1 г 
равны нулю, будутъ V^ и г;^ равны нулю при всякихъ значен1яхъ х, и 
точно такъ же г;^ равно нулю, когда у нуль, а г;^ равно нулю, когда г 
нуль, то формулы (172) примутъ видъ: 

г^ = а? (Ра? + Оу 4- ^2) + А»' + ^^У + ^1^ + ^1> 
(236) V,=у{Рx^^у + Вг)^М^, 

1?, = 2 (Ра?+ Оу + Вх) + N^г. 

Разснотримъ опять прежде всего движеп1е въ основныхъ плоско- 
стяхъ. Въ плоской коллинеарпо-изм-Ьняемой систем* могутъ вообще го- 
воря существовать три или одна основный прямыя (§ 53). Въ насто- 
ящемъ случа1^ очевидно невозможно существован1е трехъ основныхъ 
прямыхъ въ каждой изъ основныхъ плоскостей, потому-что въ этомъ 
случа1^ существовали-бы и основныя плоскости кром'Ь двухъ, нами пред- 
полатаемыхъ. 

Дад1^е съ перваго взгляда не представляется невозможнымъ, чтобы 
въ одной изъ двухъ основныхъ плоскостей существовали три основныя 
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хгрямыя; но можно показать, что въ дМствитвдьноети этого не будетъ. 
Возьмемъ напр. плоскость (ху); движеше въ ней опред'Ьляется формулами: 

^а:=Х {Рх + %) + ^^x + ^1Л^/ + ^1; 

Основныя прямыя ВЪ ЭТОЙ плоской коллинварно-(13м1^няемой систем']^ 
отыскиваются при помощи кубическаго уравнея1я (220), которое теперь 
принимаетъ видъ: 

Существован1е трехъ основныхъ прямыхъ, обусловливаемое действитель- 
ностью корней этого уравнешя возможно, если 

Х^' — 4:Р8^:^ = 0. (237) 

Но это неравенство противор*читъ предположен1ю о существованш толь- 
ко двухъ основныхъ плоскостей. Въ самомъ д*л*, если существуетъ 
не мен-Ье двухъ д*йствительныхъ основныхъ' плоскостей, то всегда 
можно формулы (172) привести къ виду (236). Уравнен1е четвертой 
степени (217), определяющее основныя плоскости, можетъ быть тогда 
такъ представлено: 

(Ж^ + X) {N^ + X) (Х2 + Х,Х + Р8,) = 0. 

Корни 

Х'=:-Ж,, Х" = -ЛГз, 

соотв-Ьтствуготъ предполагаемымъ нами основнымъ плоскостямъ, в^ ко- 
торый мы поместили координатный оси. Чтобы другихъ основныхъ пло- 
скостей не существовало, необходимо, чтобы остальные корни были мни- 
мые, т. е. 

Хх^ _ 4 Р;8^ < 0. (238) 

Этому условш и противор'Ьчитъ услов1е (237) существованхя трехъ 
основныхъ прямыхъ въ одной изъ основныхъ плоскостей. 

Неравенство (238) показываетъ еще, что на неизменной пря- 
мой, по которой пересекаются основныя плоскости, не можетъ суще- 
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слвовать иеподвижныхъ точекъ. Именно, скорости точекъ, лежащихъ на 
оси X, определяются формулой: 

а это выражен1е всл-Ьдствхе услов1я (238) не можетъ обращаться въ 
нуль. Итакъ въ случа* существован1я двухъ основныхъ плоскостей ни 
одна точка прямой ихч> перес*чен1я не можетъ им^ть скорость равную 
пулю. Отсюда сл-Ьдуетъ, что вс* точки этой прямой двигаются въ одну 
сторону. Одна изъ нихъ им*етъ скорость типтит или тахшита, 
смотря по тому, будетъ-ли Р положительное или отрицательное. Знакъ 
Р опред-Ьляетъ вм^ст* съ тЬмъ направлеше движен1я точекъ на разсмат- 
риваемой прямой. 

59. Опред'Ьлен1е осей скоростей для предыдущаго случая. 

Изъ того, что теперь существуютъ только дв-Ь основныхъ плоско- 
сти, еще не сл^дуетъ, что только одна прямая лин1я въ систем* — ихъ пе- 
рес'Ьчен1е — въ данный элементъ времени неподвижна. И действительно 
можно видеть, что всегда существуетъ еще другая неизменная прямая, 
не пересЬкающаяся съ первой. Для этого нужно отыскать въ каждой 
изъ основныхъ плоскостей, т. е. въ плоскостяхъ {ху) и {гх), точки, 
им*ющ1я скорость равную нулю. Въ первой изъ этихъ плоскостей коор- 
динаты этихъ точекъ определяются изъ уравнешй 

X {Рх + Оу) + А 0^ + Л/1У + >»1 = О, 
(239) 

и{Рх + ау) + м^ = 0. 

Изъ двухъ значенШ у во второмъ уравненш (239) мы не можемъ взять 

У = 0, 

такъ какъ мы видели уже, что на оси х иеподвижныхъ точекъ суще- 
ствовать не можетъ; поэтому на плоскости {ху) неподвижная точка М^ 
будетъ только одна: 

_ й/8| — М^М^ _ Р8у + Д4 {М^ — А) 

^^- Р^1/1 + а (Л/.-Х)' у^- РМ^^ а{М^-Ь,у 

Точно такъ-же мы найдемъ изъ уравнен1й 

X {Рх + Ег) + ^^x + N^г + /8^ = О, 
г (Рх + Рг>) + -Л^зй = О, 
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координаты точки М^, лежащей въ плоскости {гх) и имеющей скорость, 
равную нулю: 

Другихъ центровъ или осей скоростей существовать не можетъ, 
такъ какъ присутств1е ихъ влекло-бы за собою существоваше основныхъ 
плоскостей, помимо двухъ предполагаемыхъ. 

ВсЬ плоскости, проведенный черезъ прямую М^М^\ поворачи- 
ваются въ данный элементъ времени въ одну и ту-же сторону, и напра- 
вден1е ихъ вращен1я определяется направлен1емъ, по которому передви- 
гаются точки первой оси скоростей, т. е. оси {х), Напротивъ того, 
плоскости, проходящ1я черезъ ось (о:), поворачиваются въ различный 
стороны, смотря по тому, находятся-ли точки ихъ перес*чен1я съ пря- 
мою М^М^ въ промежутке между точками М^ ^ М^' или вн* этого 
промежутка; потому что направлен1е движен1я точекъ самой прямой 
М^М^ зависитъ отъ этого обстоятельства. Легко вид-Ьть, что ри- 
экен1е этихъ точекъ происходитъ такимъ-же образомъ, какъ движен1е на 
ребрахъ основнаго тетраэдра въ сдуча* существован1я четырехъ основ- 
ныхъ плоскостей (§ 55). 

60. РаспредЪлен1е скоростей въ основныхъ плосностяхъ и ииъ 
параллельныхъ въ случа'Ь, когда дв'Ь основныя плоскости мнимыя. 

Характеристики прямыхъ, лежащихъ въ одной изъ основныхъ пло- 
скостей и параллельныхъ прямой перес'Ёчен1я этихъ плоскостей, обра- 
зуютъ прямыя, проходящ1я черезъ непорижныя точки: 

въ плоскости {ху) и 

Рx^Вг + N^=^ (240) 

въ плоскости [гх). Эти прямыя соответственно параллельны ассимп- 
тотамъ т'Ёхъ гиперболъ, на которыхъ расположены фокусы прямыхъ, 
параллельныхъ оси х. Действительно, геометрическ1я м4ста этихъ фо- 
кусовъ определяются услов1ями: 

х{Рх + Оу) + 1хх^М^^8^ = 
въ плоскости {ху) и 

18 
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въ плоскости {хх). Гиперболы эти проходятъ соответственно че- 
резъ неподвижныя точки М^ и 3/^' и никогда не пересЬкаютъ оси {х), 
потому-что на этой прямой только неподвижную точку можно было-бы 
разсматривать какъ фокусъ; а неподвижныхъ точекъ на ней не суще- 
ствуетъ. 

Точки основной плоскости, им'Ьющ1я скорости, параллельныя между 
собою, но какого-нибудь направлен1я, образуютъ гиперболы. Центры 
всЬхъ такихъ гиперболъ образуютъ параболу. Все это можетъ быть 
изсл*довано совершенно такъ-же, какъ это сделано выше (§ 56) для 
случая четырехъ основныхъ плоскостей. 

Характеристики плоскостей, параллельныхъ основной плоскости 
{ху), суть прямыя между собою параллельныя и образующ1я плоскость 

(241) Рх^Оу + Вг^Н^ = 0. 

Эта плоскость проходитъ черезъ неподвижную точку М^' на плоскости 
{гх') и пересекается съ этою основною плоскостью по прямой, которая 
есть не что иное, какъ геометрическое м*сто характеристикъ всЬхъ пря- 
мыхъ въ плоскости {хх'), параллельныхъ неизменной прямой. Это мо- 
жно видеть, обративъ внимаше на уравнеше (240). Подобное-же можно 
сказать относительно характеристикъ всехъ плоскостей, параллельныхъ 
плоскости {гх). Эти характеристики образуютъ плоскость 

Рж + ау + 1г25 + Жз = О, % 

параллельную плоскости (241). 

61. Разборъ случая, когда воЪ основныя плоскости мнимыя. 

Обратимся наконецъ къ случаю, когда въ рижен1и коллинеарно- 
изменяемой системы не существуетъ пи одной основной плоскости, т. е. 
когда все корни уравнешя (217) мнимые. Можно показать, что въ 
этомъ случае не можетъ существовать ни одного центра скоростей. 
Для этого заметимъ, что въ случае существовашя такого центра въ 
системе будутъ по крайней мере две основныхъ плоскости, что проти- 
воречитъ сделанному теперь предположенш. Действительно, когда въ 
коллинеарно-измеияемой системе есть точка со скоростью, равною нулю, 
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то, перенеся начало координатъ въ эту точку, можно формулы для ско- 
ростей представить въ сл-Ьдующемь вид*: 

V^ = х{Рх + Оу + Вг) -\- Ь^х + М^'у + Щг, 

^у = у{Рх + Оу + Вг) + Ь^х + Жа'у + К^^г, (242) 

V, = г{Рх +ау + Вг) + 1,'х + ^»^з'У + ^^з'^- 

Если теперь составить уравнеше (217) для опред'Ёлен1я основныхъ плос- 
костей, то оно всегда будетъ им*ть корень 



Х = 0, 



потому-что будетъ им^ть видъ: 



ЛГ/, Щ\ N,^ + \,В 

О, о, о, X 



0. 



(243) 



Что касается до осей скоростей, то он* могутъ существовать, какъ 
это можно видеть уже изъ частныхъ случаевъ. Такъ напр. винтовое 
движете твердаго тЬла представляетъ собою частный случай движен1я 
коллинеарно-изм'Ьняемой системы, въ которомъ н'ётъ ни одной основной 
ллоскости, но существуетъ ось скоростей. 

Вообще говоря отыскаше осей скоростей въ коллинеарно-изм-Ьня- 
емой систем* независимо отъ опред'Ьленгя основныхъ плоскостей можетъ 
быть сведено къ опред'Ьленхю литй фокусовъ для параллельныхъ между 
собою плоскостей. Эти линш фокусовъ должны удовлетворять сл*дую- 
щииъ услов1ямъ: 1) он* должны быть прямыми лишями и 2) должны 
быть перпендикулярны къ данной систем* параллельныхъ плоскостей. 
Въ общемъ случа* движешя коллинеарно-изм*няемой системы лиши фо- 
кусовд параллельныхъ плоскостей не будутз прямыми лингями, а 
будутд представляться перестенгями двухъ гиперболических^ па- 
раболоидовд. Д*йствительно, пусть будетъ 



Ьх + Му -|- ^^/2 = й 



(244) 



уравнеше орой изъ этихъ плоскостей. Координаты фокуса этой пло- 
скости мы получимъ при помощи этого уравнен1я изъ условШ: 
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Vз; 1;^ V, 



(245) Ь= М=^' 

а эти услов1я, отд'Ьдьно взятыя, представдяютъ собою уравцен1я лан1й 
фокусовъ всЬхъ плоскостей, параллельныхъ плоскости (244). Уравне- 
шя (245) суть уравнен1я двухъ гиперболическихъ параболоидовъ: 

(Л^а; — Ьг){Рх + Оу + Вг) + {N1^ — ЬЦ)х 
+ (Ш/, - ЬМ^)у + {NN,^ - ЬЩг + (ЛГ^х - Ь8^) = О, 

{Nу-Мг){Рx+^^, + Вг) + ^N^^-М^,)x 
+ {NМ^ - ММ,)у + {NN^ - МЩг + {N8^ - Л//83) = О. 

Хотя эти параболоиды им'Ьютъ общую направляющую плоскость 

Ра» 4- % + ^2 = 0; 

а друг1я направляющ1я плоскости, 

^х — 1а = О, 

Щ — Мъ = О, 

первс']&каются между собою по прямой, перпендикулярной къ даннымъ 
плоскостямъ (244), но вообще говоря эти параболоиды не будутъ им*ть 
общихъ производящихъ. Т-Ьмъ не мен-Ье существуютъ так1я направле- 
П1Я (X, М^ N) параллельныхъ пйоскостей, при которыхъ лин1я фоку- 
совъ прямая. Мы не будемъ въ это вдаваться, потому-что для общаго 
случая этотъ вопросъ разсмотр-Ьнъ выше другимъ путемъ; а для того 
случая, когда не существуетъ основныхъ плоскостей, можно помимо это- 
го составить бол-Ье или мен-Ье ясное представлен1е о распред^леши ско- 
ростей, сведя вопросъ къ одному изъ раньше разсмотр-Ьнныхъ случаевъ. 
Для этого нужно только представить себ*, что у коллинеарно-измйня- 
емой системы отнято поступательное движете со скоростями /8, , Я, , /8'з 
по осямъ координатъ. Тогда остается движете, въ которомъ существу- 
ютъ дв* или четыре основныхъ плоскости, какъ это показываютъ урав- 
нен1я (242) и (243). Этотъ случай будетъ точн-Ье разобранъ въ сл*- 
дующемъ §. 

62. Основныя плоскости въ н-Ькоторыхъ частиыхъ случаяхъ 
дв11жеи1я ноллинеарно-изм'Ьияемой системы. 

1) Четыре основныя плоскости всегда существуютъ вь одно- 
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образномб движенги колдинеарно-изм'Ьняемой системы (см. § 11). Дви- 
жен1е разсматривавмой системы въ общемъ случа1Ь вполн'Ё опред1&ляется 
движешемъ пяти ея точекъ; и однообразное движете отличается т*мъ, 
какъ мы вид']&ли въ § 11, что четыре точки задаются неподвижными; 
движен1е-же пятой точки можетъ быть задано произвольно. Очевидно, 
что четыре плоскости, опред'Ьляемыя четырьмя неподвижными точками, 
и будутъ основными. 

Выбирая координатныя оси по тремъ сходящимся ребрамъ основ- 
наго тетраэдра, мы можемъ принять уравнен1я (225) для опред'Ёленхя 
скоростей въ орообразномъ движенш, считая при этомъ только 8^,8^, 8^ 
уже не функц1ями времени, а постоянными величинами. Такъ какъ въ 
этомъ случа*!^ движен1е системы вполн']^ опред'Ёляется движешемъ одной, 
пятой точки, то можно въ уравненш (225) вместо коэффиц1ентовъ 
^Р, ^, М ввести координаты и скорости этой пятой точки. Пусть бу- 
дутъ он* соответственно X, У, ^ и У^, Уу, У^\ тогда можно написать: 

У:с = Х{РХ-\- йГ + ^22) — Рз^Х, 

Уу = г(р^+ аг+ кг) — а^^г, 

V, = 2{РХ + ОГ + В2) — Ез^г-, 
откуда 

р^ УзУ'^г + в^{У,Х— У,2) - вз(КгГ— УуХ) 

^^8 ,8,Уу+8,(У,Г-УуХ)-8,{Уу2-У,Г) ^ 
У{8^8^Х 4- «з«1 У + 8^8^2 8^8^8^) 

д ^ ^2^. + Ч{Ууг -УгУ)- 8^{УЛ - У.2) 
2{8^8^Х 4- в8»1 У + «1«2^ — ^1 ^з) 

Подставляя эти выражетя въ (225), мы получимъ скорости одно- 
образнаго движетя коллинеарно-измтьняемой системы выраженны- 
ми черезз координаты и скорости той точки, которою это дви- 
жете опредтьляется. 

Отсюда можно было-бы вывести аналитическимъ путемъ результа- 
ты, полученные Вигтев^ег'омъ геометрическими соображен1ями*), но 

*) ЗсЫотЦсЬ'в геиасЬпЙ Шг Май. и. РЬуэ. В. 23. 
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притомъ принять во вниманГе также и количественныя соотношен1я 
между различными элементами^ характеризующими однообразное движе- 
те системы. 

2) Вз случат чистаго раздвтатя существуетъ безчисленное 
множество основныхъ плоскостей: а именно, всякая плоскость, проходя- 
щая черезъ центръ раздвиганШ, представляетъ собою основную плос- 
кость, потому что ВС* векторы, проходящее черезъ центръ раздвиганШ, 
двигаются вдоль самихъ себя. 

3) Вз случать движенья коллинеарно-измгьняемой системы, 
не содержащаго поступательной слагаемой, т. е. когда формулы для 
^х , ^у у '^г не содержатъ членовъ, независящихъ отъ координатъ, 
всегда существуютз по крайней мгьргь деть дтьйствительныя основ" 
ныя плоскости, какъ это было уже замечено въ предыдущемъ §. 
Кром* плоскости, соответствующей корню 

Х = 

и которую мы найдемъ, положивъ въ первыхъ трехъ изъ уравнен1й 
(214) X равнымъ нулю и опред-Ьливъ оттуда ^^^, М^, Ж^, остальным 
три основныя плоскости будутъ имтьть положенге, независящее 
отз скоростей раздвтатя. Чтобы это видеть, нужно заметить, что 
теперь точка, лежащая въ начал* координатъ, им*етъ скорость, равную 
нулю; эта точка служитъ, стало-быть, однимъ изъ центровъ скоростей и 
следовательно должна принадлежать тремъ основнымъ плоскостямъ, если 
он* ВС* вещественный, или во всякомъ случа* находиться на одной изъ 
основныхъ плоскостей. Для отыскан1я такой основной плоскости общ1я 
формулы (214) и (217) не могутъ быть непосредственно приложены, 
потому что теперь въ уравненш искомой плоскости, какъ плоскости, 
проходящей черезъ начало координатъ, не будетъ посл*ряго члена, не- 
зависящаго отъ координатъ. Уравнеше (211) должно быть поэтому 
зам*нено уравненхемъ 

(246) ^^а^^М,у + N,г =.0; 

а уравнеше (213), если еще положить въ немъ 

к = 0, 
принимаетъ видъ: 
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4- {^^N, + Мо^^^2 + ^Ч^^з) ^ = о . (247) 

Умножая (246) на X и складывая съ (247), получимъ: 

М,Ь^ + (Д/;, + \)М^ + ЖзЛГ^ = О, (248) 

N^1^ + ЛГ,.Т/, + (1Уз + Х)ЛГ, = 0. 

Исключая отсюда Ь^, ^Ц,, N^, получимъ для X кубическое уравнеше 
(223). Такимъ образомъ въ движенш коллинеарно-изм-Ьняемой систе- 
мы, въ которомъ общая поступательная слагаемая скоростей равна ну- 
лю, три изъ основныхъ плоскостей проходятъ черезъ центръ раздвига- 
н1й и направлен1я ихъ* какъ показываютъ уравненк (248) и (223), не 
завиеятъ отъ скоростей раздвигашй, а определяются такъ-же, какъ если 
бы система была лишена раздвигашй, т. е. обратилась въ систему оро- 
родно-изм']^няемую. 

4) Основныя плоскости вз движети однородно-измтьняемой 
системы были уже разсмотр-Ьны въ § 54. Къ этому мы сд-Ьлаемъ 
зд'бсь еще н']^сколько зам'ЬчанШ. 

Полагая въ уравнеши (222) 



к = 



мы получаемъ корень 



Х = 0. 



Присутств1е его показываетъ, что теперь одна изз основных^ 
плоскостей удалилась вз безконечностъ, ибо при X, равномъ нулю, 
уравнешя (248) въ общемъ случа*, т. е. если определитель 



М,, М^, Жз 



не равенъ нулю, могутъ удовлетворяться только р^шетями 



Х, = 0, М, = 0, Л^о = 0, 
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И следовательно уравнен1е (211) будетъ удовлетворяться только безко- 
нечно-большими значен1ями координатъ. 

Три остальныя основныя плоскости даютъ въ своемъ перес'Ьчен1и, 
какъ мы вид'&1и уже въ § 54, три оси скоростей и одинъ центръ ско- 
ростей. Точки, находяицяся, на оси скоростей или вс^^ удаляются отъ 
центра скоростей, или вс^ къ нему приближаются; но въ частномъ сау- 
ча1^ ВСЁ точки на оси скоростей могутъ быть неподвижными. Условхя 
для того, чтобы это могло случиться, можно определить, отыскивая 
центръ скоростей непосредственно изъ уравнен1й для скоростей однород- 
но-изменяемой системы. Для простоты преобразуемъ координатный 
оси, сделавъ ихъ параллельными осямъ удлиненШ. Тогда для опред'б- 
лен1я центра скоростей будемъ им4ть услов1я 

г^х + ?2 — ^У + 'З^! = О, • 

баУ + га? — р2 + ^2 = О, 
«82 + 1>У — Зж + ^3 = О, 

И найдемъ вообще говоря одно решеше. Чтобы центры скоростей обра- 
зовали целую прямую ЛИН1Ю, нужно, чтобы одно изъ этихъ уравнетй 
было следств1емъ двухъ другихъ, т. е. чтобы 
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=0. (250) 



Согласно съ ВиггапАе'омъ мы можемъ этотъ случай формулировать 
следующимъ образомъ. Раскрывая определитель (250), получаемъ: 

8^р* + ад^ + Ч'^^ + ЧЧЧ = 0. (251) 

Принимая р, ^, г за координаты точки, мы можемъ сказать, что усдов1е 
существован1я оси скоростей равносильно тому, чтобы конецъ угловой 
скорости, отложенной отъ начала координатъ, находился на поверхности 
втораго порядка (251), т. е. чтобы угловая скорость была производя- 
щею некотораго конуса втораго порядка. Поверхность (251) можетъ 
быть и мнимою; тогда существоваше прямой, точки которой имели-бы 
скорость, равную нулю, невозможно. Это будетъ въ томъ случае, когда 
все гдавныя удлинен1я орого знака. 
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Ножетъ еще случиться, что въ некоторый моиентъ движен1я бу- 
деть существовать ц-блая плоскость, скорости точекъ которой равны ну- 
лю. Для этого очевиро необходимо, чтобы всЬ уравнешя (249) были 
тождественны между собою, т. е. чтобы коэффицхенты были соотв'Ьтствен- 
но пропорщональны. Итакъ: 

е^ = А. г, —г = А. 82, ^ = —к.р, 8^ = к.в^ ^^ 

г = — г.^, е2 = ?.^>, —р = 1.^^, 82 = 1.8^. 

Отсюда выводимъ 



—р 


^ 


1 
к 


•Я, 


я 


=г 


1 

1 


'Г, 


— г 




Ы. 


.р. 



Перемножая эти уравнен1я почленно, получаемъ 

р^^ = 0. 

Итакъ необходимо, чтобы по крайней м^^р'Ь одна изъ слагаемыхъ утло- 
выхъ скоростей около осей главныхъ удлинешй была равна нулю. По- 
дожимъ, что 

г = 0. 

Если при этомъ кт I яе равны нулю, то по услов1ямъ (2Ь2) р ш ^ 
должны быть равны нулю, а поэтому и вс* скорости главныхъ удли- 
нешй будутъ равны нулю. Отбрасывая этотъ случай, замЬтимъ, что 
еще можетъ быть другой, а именно, когда одинъ изъ коэффицхентовъ 
пропорщональности, к или /, равенъ нулю. Пусть будетъ 

4 = 0; 

это значитъ другими словами, что у^ равно нулю, т. е. скорости всЬхъ 
точекъ параллельны плоскости (уг). Теперь е^, Зд и р могутъ не 
равняться нулю, но должны удовлетворять услов1ю 

т. е. скорости главныхъ удлиненШ, перпендикулярныхъ къ оси (х), долж- 
ны быть противуположныхъ знаковъ, а угловая скорость около оси (х) 

19 
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няться средней геометрической между скоростями 

[енШ. 

превращаются тенерь въ сл1^дующ1я тожествепныя: 

^2 + =аУ— ^''! = о> 

1 лолучаемъ пряную, точки которой ии1^ютъ ско- 
угловой ко9ффиц1ентъ этой прямой сл4дую1Ц1й: 

^1 = —I. 

ами, равными нулю, проходить черезъ эту прямую 

на оен (х). 

це и / будетъ равно нулю, т. е. скорости всЪхъ то- 

(г), то ВС* три угловыя скорости р, д, г будутъ 
того 5, , (9а , е, и е, . 8^ я в^ могутъ не быть 

системы остается въ этомъ случа* движен1е, со- 
гельнаго параллельно оси (г) и удлинеп!я по тому 
юростьюбз- Плоскость со скоростями, равными 
, этомъ случа11 координатной плоскости (ху). 
одобно-изм'Ъняеиая, то су1цествован1е нрямой со 
нулю, невозможно, потому что тогда 

а, = е^ = Ц 

ть (251) всегда мнимая. Центръ же скоростей 
"вовать, такъ какъ его координаты определяются 



система неизменяемая, то определитель (250), ко- 
иметь видъ 



о, -г, 3 
г, о, —р 
— 2; Р> О 



ь нулю и следовательно всегда будетъ существо- 



— 147 — 

63. О скорости дев1ац1и венторовъ, проведенныхъ изъ общаго 
центра раздвиган1я и однородной деформацж, въ общемъ случа-Ь двн- 
жен1я коллинеарно-И811|4няемой системы. 

Для характеристики распред'Ьден1я скоростей полезно разснотр^^ть 
еще скорости вращен1я векторовъ, проведенныхъ изъ общаго центра 
раздвигашй и однородной деформац1и. Согласно съ ВиггапДе'омъ ^) 
мы будемъ угловую скорость отклоненгя векторовз называть ихд 
девгацгею. Чтобы получить эту скорость, нужно полную скорость точ- 
ен, находящейся на конц'ё какого-нибудь вектора р, проведеннаго изъ 
центра деформащи, разложить на дв'Ь скорости: у^, направленную вдоль 
вектора и ь^ , перпендикулярную къ вектору. Тогда скорость дев1ацш, 
а, будетъ очевидно определяться отношешемъ г;^ : р, а для опредйленхн 
г;^ будемъ им^ть: 

у^ = у — у^, (253) 

Приложимъ эту формулу къ общему случаю движешя коллинеарно-изм'Ь- 
няемой системы, лишенной только поступательнаго перем'Ьщен1я, кото- 
рое очевидно на дев1ащю не вл1яетъ. Очевидно также, что раздвиган1е 
на скорость дев1ацш никакого вл1ян1я не оказываетъ, ибо при чистомъ 
раздвиганш никакой дев1ац1и не происходитъ. Поэтому изученхе дев1а- 
цш въ коллинеарно-изм-Ьняемой систем'Ь сводится къ изученш дев1ац1и 
въ систем'Ь однородно-изм'Ьняемой. Это можно вид1^ть также изъ фор- 
мулы (253). Составляя выражеше 

= х{Рх + Су + Щ + Ь^х + М^у + Л^!^ 
— р{Рх+йу + Вг;) .- 

г 

{Ь^ос-\-М^у-{-К1 г)x-{-^^^а)-\-Мзу~\-N^г)у-]-{^^ау\-М^-\-N^ г)г х 

МЫ видимъ, что у^^ и точно такъ - же у^у и у^, отъ Р, ^, В не 
зависятъ. 



*) Въ этомъ § мы будемъ придерживаться пр1ема, предложеннаго 
Виггапйе'омъ (Езва! виг 1е Йёр1асетеп1 е1;с., 1оигп. 8с1еп1;. бе ГЕсо1е Ког- 
та1е (2)П). 
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Итакъ обратимся прямо къ скоростямъ дев1ац1И однородно-изм'Ьня' 
емой еиетемы, а для этого къ формудамъ 



(254) 



'^у =еяу — рг + ^а?, 
V, = г^г — ^X'\-ру, 



въ которыхъ координатныя оси отнесены къ главнымъ осямъ деформа 
щи. Чтобы разложить скорость каждой точки на у^е у^, напишемъ: 



откуда 



X = р С08 а, у = р сое р, г = р соз 'у. 



с2р , <1со8 а 

^^=^со8а+р-^ 



(255) 



^р л , Лсов 3 

'^9='^<'08 р + р ^ 



(^р 



-^^ = -^ с^« т + р 



йсо8 -у 



Очевидно, что -^ соз а, -^ со8 р, -^ соз ^ суть проекцш скорости 
Уру а остальные три члена проекц1и скорости ь^ . 

Опред'Ьляя углами л, \к, V направлен1е скорости, зависящей отъ де- 
В1ац1и, можно написать: 

Лсо8 а 



(256) 


ЛС08 в 




с1со8 у 


Кром'1 того им'Ьемъ: 






1 йр 

р с1( ®' 


следовательно 
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-^ сов а = ер сое а = еж, 



аг 



С08 



^ = ер сое ^ = еу, 



(2р 

-т^ сое 1^ = ер сое у = 62. 

Поэтому для полной дев1ац1И вектора находимъ: 

о.соеХ = (е^ — е)соеа-— гсоер-)- ^со8^{^ 

о.со8\к = гсоеа-]- (е2 — е)со8^ — рсов*^, (257) 

а.сое V = — дгсо8а-}-|?соер-{~ (®з — ^)сов'{. 

Составинъ еще другую зависимость между а, (о, 8| , в^, е^, въ 
которой ясн^е будетъ видно вл1ян1е собственно удлинен1я на величину 
девхацш. Проведемъ плоскость черезъ данный векторъ и черезъ угло- 
вую скорость (О. Означая черезъ ^, у], С углы, составляемые норма- 
лью къ этой плоскости съ осями координатъ, можемъ написать: 

^С08^^ — ГС08^ = ^ ^ = Ш.«ш(р, (0).С08{, 

ТХ -~"" 7)Х 

гсо8а — рсо8^ = ^ = ш.егп(р, ш).сое11]^ 

^ ру — ах . / ч т 

рсоер — ^соеа = ^-^ ^— = и1.егп(р, ш).соеС. 

Такимъ образомъ: 

о.совХ-(-е.соеа = в1Соеа-[~ш.егп(р, со). сое €, 
а.сое(А-|-е.со8р = ^со8^^ш.8гп{р^ ш).со81^, (258) 

о.соеу ^-е-сое-у = е,соет^-)-си.еш(р, о)).соеС. 

Означая уголъ между направлешемъ дев1ацш и нормалью ($, т], С) 
черезъ 5, умножая (258) на сое$, созг^, сое С и складывая, получимъ: 

а. сое 8 = С1).еш(р, ш)^ г1С08а.со8^^&^со8^,со8 71^е^со8'^.со81^. 

Такимъ образомъ мы видимъ, что проекщя скорости дев1ац1и на 
нормаль къ разсматриваемой плоскости состоитъ изъ рухъ членовъ, изъ 
которыхъ орнъ зависитъ отъ угловой скорости, а другой отъ удлиненШ, 
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Если система подобно-изн'Ьняемая (61 = ^2 = 6,) иди неизменяе- 
мая, то скорость дев1ацш нормальна къ разсматриваемой плоскости, и 
мы получаемъ: 

о = со . 8гп (р, ш) *). 

Чтобы опред'Ьлить, какъ распред1^ляется дев1ац1я векторовъ въ си- 
стем*]^, найдемъ сначала, н'1тъ-ли такихъ векторовъ, девхащя которыхъ 
въ данный элементъ времени равна нулю. Для этого приравняемъ ну- 
лю вторыя части формудъ (257): 

(е^ — е) сое а — ^со8^-^^ сов •)^ = О , 
г со« а -[- (62 — е) сое р — р со» -у = О, 
— ^со8а^рсо8^-\-(г^ — г)со8'^ = 0. 

Отсюда получаемъ кубическое уравнен1е для опред']^ден1я в: 



(259) 



'; 2 



^? ч — ь —р 



= 0. 



Каждому корню этого уравнешя, если онъ действительный, соотвЬт- 
ствуетъ определенное направлен1е вектора, дев1ацш котораго не проис- 
ходитъ. Уравнен1е (259) имеетъ одинъ или три вещественныхъ кор- 
ня, поэтому существуетъ одинъ или три вектора, которые въ данный 
элементъ времени не изменяютъ своего направлешя. Изследованхе 
уравнешя (259), которое по раскрытш определителя имеетъ видъ 



(260) 



е' — (81 + 22 + 83)824- (5288 + 6384 + 8182 + 0)^)8 
— ^ЧЧЧ + ЧР^ + Ч^ +63^^) = О , 



можно найти у Жуковскаго^). Не останавливаясь на этомъ, заметимъ 
только, что если все три скорости удлиненШ положительный, то непре- 
менно существуютъ три вектора, не имеющ1е дев1ац1и. Это видно по 
первому взгляду на уравнеше (260). 



*) БштапАб; Е88а1 е1с. § 5* 

^) Кинематика жидкаго тела^ стр. 42 — ^47. 



Постараемся теперь наглядна представить рас]1ред'Блен1е дев1а1цй. 
Формулы (255) и (256) даютъ: 



■ = (^)' + °^ = (.■+•>'; 



а изъ уравненш (254) находимъ: 

— 2[г5Н-г>(ч — в,)]уг — 2[^>^ + з{е^— 61)1=» — 2[5Р+г{8. 
Означая вторую часть этого уравнен1д черезъ Ф, мы пояучян 



а по формул* (184): 

„г ^ Ф (е1а;^ + ад» + езгУ 

ж» + г'* + 2' {«^ + 3*^ + 2»)* 

Откладывая на каждомъ напраБлен1и величину, обратну 
полагая 

нолучнмъ уравнеше 

(»^ + 3'' + 2^)(Ф - I) - (е.а;^ + ЧУ' + е.гТ = « 

поверхности четвертаго порядка, по которой можно для кажд^ 
лешя определить де111ац1ю, проведя изъ начала координатъ ве 
наго направлен1Я до перес4чен1я съ этою поверхностью и бе 
ну, обратную этому вектору. 

Формула (261) показываетъ, что векторы, для которых 
дев1а1ци равны, лежать на конуе1Ь четвертаго порядка 

Разсмотринъ еще дев1ацш въ плоской однородно-изм^ня! 



•) Оштапйе. Бваа! е1с- § 4. 
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н1^. Не обращая вниман1я на поступательное движеп1е, мы можемъ на- 
писать: 



(1р , Лсоза 



йр . , Лзша 

гд-Ё а угодъ, составляемый вевторомъ р съ осью х. Принимая во вни- 
маше, что 

йр 

йр . 

им']^емъ 

а . С08 X = (б^ — г)со8 а — г вгп а , 
о . 8ш X = Г С08 а -|- (82 — ^1) *^^ *1 

и для 6пред1^лен1я ^ находимъ квадратное уравнен1е 

(262) г^ - (е, + е^)е + г^ + г.е^ = О, 

которое показываетъ, что прямьщ не имтьющгя девгацШу тогда бу- 
дутд существовать, когда численно разность между скоростями 
главных^ удлиненШ будете больше удвоенной угловой скорости. 

Обращаясь теперь опять къ систем* трехъ изм'Ьрен1й, мы можемъ 
р-Ьшить вопросъ, будутъ-ли три основныя плоскости или одна: это бу- 
детъ зависать отъ того, какъ происходитъ движен1е въ одной изъ основ- 
ныхъ плоскостей; если въ ней существуютъ дв* прямыя, не им*ющ1я 
дев1ацш, т. е. если корни уравнешя (262) дМствительные, то въ сис- 
тем** трехъ изм']^рен1й должна существовать и третья такая прямая. А въ 
этомъ сдуча** очевидно будутъ существовать три основныя плоскости. 

64. Скорости дев1ац1и векторовъ въ чистой деформацт. 

Дев1ац1я векторовъ въ чистой деформащи можетъ быть опред'1^лена 

непосредственно сл^^дующимъ образомъ. Если координатный оси взять 
по направлен1ямъ главныхъ удлиненШ, то можно написать: 
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^ах = ^^ — V ^ ^®* ~ ^^' 

^оу = ^у — V = (^ "" ®)У' (263) 

^0. = ^^ — V "^ ^^« ~ ^^^' 

откуда, принимая во вниман1е, что г'^ и Гр взаимно-перпендикулярны: 

Зам']&няя е по формул'^ (184), можно скорость дев1ацш написать въ ел*!- 
дующемъ вид*]^: 



о 



_ ''« _ у'г^е, - в,)» + 2'а;»(в, - е^)» + х'у\&, - а,)* 



* 

КаждыЁ членъ этой формулы, взятый отд'бльно, т. е. 

Р* ' Р* ' Р* ' 

опред'Ьляетъ собою квадратъ проекц1и угловой скорости вращен1я векто- 
ра на координатную ось. .А именно, можно написать по формуламъ 
Эйлера: 

V = °»^ ~ ^'У' 

% = «гж— 0x2, (264) 

Ёсли-же принять во вниман1е, что 

И следовательно 

_ (б! — г^)ху^ + (вд — Еа)ж2» 

_ (ва — ез)уг» + (^а — ^1)У^^ 
% — р ' 

_ (вз — в1)2а?« 4- (^3 — ^2>У^ 

20 
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лы съ (264), мы получимъ: 

д _ (^3 — еа)уг 
р» 

_ («1 — Дз)«Д 

р« ' 

{Зд — е,)а;у 



} ТОЧКИ, зависящая отъ дев1ац[и, находится въ пло- 
черезъ векторъ р и черезъ нориаль къ поверхности 
къ деформатрисс!;, § 44), потому-Что эта скорость 
разность между полною скоростью чистой дефорна- 
вакъ мы вид'^ли въ § 44, нормально къ дефорна- 
ростью, направленною вдоль вектора р. Такинъ 
11ац!и, а, имЪетъ направлеше нормали къ плоскости, 
;кторъ р и черезъ нормаль къ лефорнатрисс1^, и сл1- 
[юрматриссу, мы можемъ для всякаго вектора ука- 
)воЙ скорости его дев1ацш. 
ноказываетъ, что векторы, им'Ёюи11е равпыя ско- 
(разуюгь конусъ втораго порядка (СаисЬу) 

е)^* + {Е, - е)у^ + {г, - е)г* = 0. 

ь важную роль въ воорос1Ь о дев1ацш. А именно, 
шваютъ, что девЁацЁя всякаго вектора пройсход'итъ 
;тствующему этому вектору конусу равныхъ своро- 
какъ нормаль къ атому конусу образуетъ съ осями 
косинусы которыхъ пропорц1овальны ведичинамъ 
)ицимая это во внинан1е, иы моженъ опред1вить 

которыиъ въ данный элементъ времени происхо- 
1льныхъ векторовъ'). Эта система конусовъ додж- 

1 къ системе конусовъ равныхъ скоростей удлине- 
[ть дифференц1альное уравнен1е этой системы вону- 
1ниман1е, что нориаль къ поверхности одного изъ 



кШ, Конеиатика жидваго т1Ьла. 
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этихъ конусовъ совпадаетъ, съ одной стороны, съ направлен1емъ а и ко- 
синусы ея угдовъ съ осями координатъ пропорщонадьны поэтому, по 
формуламъ (265), ведичинамъ 

а съ другой стороны эта нормаль перпендикулярна къ перем'Ёщен1Ю точ- 
ки. Итакъ можно написать: 

(©2 — Ч)У^^ + (^3 — н)^хЛу + {ч — 62)^^2; = 0. 

Разделяя это выражен1е на {осуг) я интегрируя, найдемъ: 

(^2 — Ч)Ц^ + (^3 — Ч)ЦУ + (^1 — Ч)Ц^ = '^ост. 

ИЛИ 

хЧ — ^3 уЧ -- Ч 2®1 — ^2 = пост. (266) 

Чтобы заметить себ* положение этихъ конусовъ, предположимъ, что 
И сл1^довательно 

(^2 — Ч) > 0; (Зз — 3,) < О, {в, — -82) > 0. 

Тогда, полагая въ уравненш (266) посл-Ьдовательно х, у л г равными 
нулю, увидимъ, что ВС* конусы проходятъ черезъ оси (г) и {ее). Эти 
конусы касаются притомъ плоскостей {осу) и {ух), какъ легко убедить- 
ся, разсматривая линш пересЬченхя конусовъ съ плоскостью, перпенди- 
кулярною къ оси {х), и съ плоскостью, перпендикулярною къ оси (г). 
Если на шар']^, им']&ющемъ своимъ центромъ центръ деформацш, начер 
тить систему сл^донъ конусовъ, то мы получимъ наглядное представле- 
Н1е о томъ, какъ происходитъ дев1ац1я всЬхъ векторовъ: концы этихъ 
векторовъ двигаются въ данный элементъ времени по одному изъ этихъ 
сл']^довъ отъ оси наименьшей къ оси наибольшей скорости удлинен1й. 

Опред'Ьлен1е конусовъ (266) находится въ связи съ вопросомъ бо- 
лее общаго характера (о самоогибаемыхъ лишяхъ и поверхностяхъ), ко- 
торый будетъ разсмотр-Ьнъ въ У-й глав*. 

65. Скорости въ составноиъ движенж коллинеарно-изм'Ьнябмой 
системы. Приведен1е центровъ раздвиган1Я7 однородной деформацж 
и вращен1я нъ одному общему центру— началу координатъ. 
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До сихъ поръ мы разлагали скорости колдинеарно-изм'Ьняемой си- 
стемы въ предполохенш, что цвнтръ раздвиган1й, центръ чистой де- 
формацш и центръ вращен1я совпадаютъ въ одной точк*, — въ начале 
координатъ. Хотя такое .представлен1е всегда возможно для всякаго дан- 
наго движен1я, но его недостаточно, когда движете колдинеарно-изм*- 
няемой системы слагается изъ двухъ такикъ движений, который не им1^- 
ютъ общаго центра раздвигашй, общаго центра однородной деформа- 
цш или общаго центра вращенШ. Въ такомъ случа* для опред*де- 
Н1Я параметровъ скоростей составнаго движен1я проще всего каждое 
изъ слагаемыхъ движен1й преобразовать, приведя вс'!^ центры къ обще- 
му центру — началу координатъ, и потомъ разсмотр^ть сдожен1е ско- 
ростей въ такихъ преобразованныхъ слагаемыхъ движен1яхъ. Итакъ 
обратимся къ приведешю центровъ. Пусть будутъ (^, , 1^1 > С1 )» 
(^2 » ''32 » Сз ) и ($3 , тзз , Сз ) соответственно координаты центра раздви- 
ган1й, центра однородной деформац1и и центра вращешй. Скорости въ 
движенш, въ которомъэти центры не совпадаютъ, определяются очеви- 
дно формулами: 

я;, = (о, _ 5,) [ Р(а^ - е,) + а(у- Га) + 2? (зг - С,) ] 

+ ^1 (а? — ?2) + *8 (2^ — ^^2) + *2 (^ — Сг) 

+ 3 (2 — Сз) — ^ (у — >1з) + 'З! , 

^. = (3^ - >1|) [Р(^-^^) + ^{у-^^о + I^{г^с,)] 

К (а^ — к) + «2 (у — ^а) +К{^ — Сг) 
+ г{х — $з) —р (г ~ Сз) + 8^, 

^г={г- С) [ Р(а, -- 5,) + а (у - >30 + Д (2 - С) ] 

+ А^2 (« — ^г) Л- К {у — ^Зг) + ^3 (2^ — Са) 
Л'V (у — >]з) — 9' {^ — 2з) + >5з- 

Представляя эти формулы въ обыкновенномъ виде: 
^^ = х {Рх + 0;у + Щ + в, 'ж + Аз'у + к^% + г'2 — г'у + 5/, 

г;, = у (Рж + 0!У + ^'2) + *з'ж + ^гУ + ^1 '« + ^'» — 1>'^ + ^г^ 
V, =г{Рх+ 0!у + В^г) 4- ^«^ + к^у + вз'г +Уу — 2'ж + «/; 
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находинъ: 1) 

р = р, а' = а, ^г' = К, 

т. е. отд переноса центра раздвтангй вз начало координата вели- 
чина и направленге скорости раздвтангй не мтняютсн и переносз 
центра однородной деформацш и центра вращенШ на скорости 
раздвтангй влгянгя не оказываешь. 2) 

е/ = 81 - (Р6, + 0>11 + «СО - «„ 

< = Ч- («1 + 0Ч| + «С1) - От,,, 

бз' = ез - (Р?! + От,, + РС,) - /гс, ; 

V = ^2 - ^ {Л^. + ОСх), 

Посл'Ьдн1я шесть формулъ показываютъ, что переноса центра однород- 
ной деформацш на скорости удлиненгй и скорости сдвигангй влгя- 
нгя не оказываете, но эти скорости изменяются въ зависимости 
отз скорости раздвтангй и отз положенгя центра раздвтангй. 
Такъ напр. скорости гдавныхъ уддинен1й уменьшаются: а) на общую 
скорость уддинешй 

Р1 

гд'Ь у^ скорость даннаго центра раздвигашй при простомъ раздвиган1и 
системы изъ начала координатъ, а р^ разстоян1е этого центра отъ нача- 
ла координатъ; Ь) на скорости удлинен1й, равныя соотв'Ьтственно ско- 
ростямъ удлинен1й того-же вектора р^ при слагаемыхъ по координатнымъ 
осямъ раздвиган1яхъ изъ начала координатъ. 3) 

г' = г _ ^ {Рт,, - а^,). 

Такимъ образомъ и угловая скорость при переиосш центровз изме- 
няется только вз зависимости отз скорости раздвишнгя и поло- 
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женгя его центра. Добавочная угловая скороеть перпендикулярна къ 
скорости даннаго раздвнгашя и къ вектеру р^ и равна 

I р1 а. зт {р^, о). 

4) Наконецъ переносъ вс1^хъ центровъ въ начало координатъ вл1яетъ 
сл1^дующимъ образомъ на поступательную слагаемую скорости: 

>Ь7 = «1 + «1 (^1 + а>!1 + ^С,) - (3,6, + *3>32 + *^2« " (З^З " ГГ,,), 
«2' == ^2 + >11 {Р^Х + а>]1 + ^С,) - (к,^, + ЧЪ + К^ - (2^3 Г- 1>Сз), 

Л' = ^3 + С| (Р?! + аг^г + ^гС,) - (К^, + *,>), + ^з« - (рг1, - 95з). 

Къ первоначальной поступательной скорости прикладываются геометри- 
чески: а) скорость центра даннаго раздвигангя при раздвиган1и изъ на- 
чала координатъ, Ь) скорость, равная и прямо противуположная скоро- 
сти даннаго центра однородной деформац1и при движен1и системы, состо- 
ящемъ изъ однородной деформац1и съ центромъ въ начал']^ координатъ, и 
с) скорость, равная и прямо противуположная скорости даннаго центра 
вращен1я при вращенш системы около оси, параллельцой данной, но 
проходящей черезъ начало координатъ, съ данною угловою скоростью. 

66. СложбН1е скоростей при совладен1и всЬхъ центровъ слага- 
емыхъ движенж. 

Зам'Ьтивъ себЪ правила переноса центра раздвигашй, центра од- 
нородной деформацш и центра вращешя, мы можемъ вопросъ о сложе- 
Н1и скоростей всегда свести къ тому случаю, когда всЬ слагаемый двн- 
жен1я им'Ьютъ общ1й центръ, находящШся въ начал'Ь координатъ. Тогда 
правила сложен1Я скоростей выражаются весьма просто. 

Означая соответственно значками (') и (") скорости и вс* параме- 
тры скоростей слагаемыхъ движенШ, имЪемъ: 

V^ = х{Рх+ 0!у + Кх) + г^х + к^'у + к^г + ^*г - г'у + «!'; 
1;/ =^у{Рх+ 0:у+Е'г) + к^^х + г^у + й/а; + г'х - р^г + 8^, 
1;/ = ^{^Рх-{- й'у + Щ + к^'х + А/у + Ф+Р'У — 3'«^+ '«з'; 

V,^' = X (Р^х + а^'у + В^'г) + е/'а? + к^^'у + ^'^ + З"^ - г"у+8,^', 
1,/' = у {Р'х + СЦ'у + /г"2)+ к^"х^ е^'^ + *^1"^+ ^"«? -/'« + ^2"; 
1^/' = г {Р'х 4- 0:'у + В"г) 4- й/я^+ к^'у — ч''^Л-р''У — ^"^ + ^з"- 
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Складывая соотв'1^тственно проекщи скоростей, для составнаго движенья 
наЁдемъ: 

+ (?' + г") «-('•' + г") у + /8|' + «1" , 

^у=у[(^ + п^ + (^'+^")у + (^г'^-^г")^] 

+ (Аз' + из") о. + (е; + е,'0 у + (Л/ + А/') ., 
+ (г' + Пх-(р'^р-):^ + 8,^ + 8,\ 

+ (V + К") ^ + (*^/ + */') У + (^з' + ез'О ^5 
+ (/ + Л У - (?' + О ^ + «з' + ^з". 

Отсюда закдючаемъ, что при совпаденш центровъ: 

1) Скорость сложнаго раздвигангя равна геометрической сум- 
М1Ь скоростей слагаемых^ раздвигатй. 

2) Скорости удлиненШ по координатнымъ осямъ равны алгебраи- 
ческимь суммамъ соотв'Ьтственныхъ слагаемыхъ скоростей 
удлиненШ. 

3) Скорости сдвиган1Ё въ координатныхъ плоскостяхъ равны алге- 
браическимъ суммамъ соотв1^тственныхъ скоростей слагаемыхъ 
сдвигашй. 

4) Угловая скорость равна геометрической сумм* угловыхъ скоро- 
стей слагаемыхъ вращенШ. 

5) Поступательная скорость равна геометрической сумм* посту- 
пательныхъ скоростей слагаемыхъ рижешй. 

Эти результаты, въ связи съ формулами предыдущаго §, позволяютъ 
судить о томъ, какъ выражается скорость въ такомъ сложномъ движе- 
ши, въ которомъ различные центры между собою не совпадаютъ. Не 
останавливаясь на этомъ, закончимъ главу двумя частными вопросами 
относительно сложешя скоростей. 

67. Сложен1е скоростей раздвиганМ изъ разныхъ центровъ. 

Изъ двухъ предыдущихъ §§ видно, что скорость раздвиган1я въ 
риженш, состоящемъ изъ двухъ простыхъ раздвиганШ, определяется 
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геометрическою суммою скоростей слагаемыхъ раздвиган1й незаввсЕмо 
отъ того, будутъ-ли центры этихъ посл*рихъ раздвиганШ совпадать 
или н'бтъ. Но если центры данныхъ раздвиган1й не совпадаютъ, то во- 
обще говоря сложное рижен1е не будетъ уже простымъ раздвигашемъ. 
Въ глав% 11-й, § 32, было показано, при какихъ услов1яхъ два конеч- 
ныхъ раздвиган1я изъ разныхъ центровъ даютъ опять простое раздви- 
ган1е. Но такъ какъ для конечныхъ перем1^щен1й не всегда им'Ьютъ м'Ь- 
сто т'Ь-же результаты, какъ для безконечно-малыхъ перем^Ьщешй или для 
скоростей (напр. вл1яше на сложное перем'Ёщен1е порядка слагаемыхъ 
перем'ЬщенШ, сложенхе двухъ чистыхъ однородныхъ деформац1й и пр.), 
то является вопросъ, не будетъ-ди кром* т-Ьхъ случаевъ, которые най- 
дены для конечныхъ раздвиган1й, еще другихъ, въ которыхъ скорости 
составнаго перем'Ёщен1я представляются скоростями чистаго раздвиган1я. 
Во всякомъ случа'Ь изсл-Ьдованге этого вопроса непосредственно въ прило- 
женш къ скоростямъ является не лишнимъ. 

Пусть будутъ 2', 7]', С и $", У]", С" координаты центровъ данныхъ 
раздвиган1й, а 5, Н, 2 координаты искомаго центра сложнаго раздвига- 
Н1Я. Услов1е, чтобы составное движен1е было опять простымъ раздвига- 
Н1емъ, определяется требован1емъ, чтобы равенства 

= (а? - 2) [ Р (ж - Н) + о (у - Н) + ^г (а - 2) ] , 
= (у - Н) [Р (о; - 2) + о (у - Н) + Д (2 - 2) ] , 

= (а: - 2) [Р(а^ - 2) + о (у - Н) + й (а: - 2) ] 

удовлетворялись при всякихъ значен1яхъ кооррнатъ. Это требован1е 
даетъ сл']^дующ1й рядъ зависимостей, который должны быть совм1^стны: 

(267) Р= Р+ Р', О = О' + О"; -К = 12' + Д", 

2Р2 + ан + 222 = 2Ре' + ОЦ + Е%' + 2Р'5" + О^ч" + Л'Г, 

(268) РЕ + 2 ОН + ^2 = Р6' + 2 О'ч' + ВХ' + ^'2" + 2 0"^^" + 1г'Г, 
Р2 4- ОН + 2222 = Р6' + аЧ' + 22г'С' + РТ + 0"ч" + 2ВТ, 



— 161 — 

ОЕ = ат + ат' , ЕЕ = кч' + ет, 

ЕЕ = Ец' -I- Еу, т = Рг/ 4- Р'!}", (269) 

Р2 = Р'С + /"С", 02 = а'С + 0"С", 

2 (Р2+ аН+Л2)= {'(^^^Ч- Сг'ч'+«'О-И"(^'€"+0"ч"+Л"С"), 

Н (РЕ+ аН+ Д2)=ч'(Р'е '+ 0'ч'+Л'С'Ж"(^''5"+0"ч"+^г"С"), (270) 

2 (Р2+ он+д2)=с(Р'е'+ а'ч'+-к'с')+с"(Р'г+о"ч"+^"с". 

Зависимости (267) и (269) даюгь: 

(а'Е" — Ей") (€' — е") = о, 
(ЕР' — РД") (>}' — ,,") = О, 

{Ра" - а'Р") (С - С") = 0. 

Если центры слагаемыхъ раздвиганШ не совпадаютъ, то можно предпо- 
лагать, что ни одна изъ разностей 

{' - Г', г/ - ч", С - С" 

не равна нулю; въ противномъ случа'Ё можно было-бы вращен1емъ коор- 
динатныхъ осей достигнуть этого. Сл']Ьдовательно 

р^_ (1" _ Е" 

Означая эти равный отношен1я черезъ к, будемъ им^ть по формудамъ 
(269): 

Подставляя эти значешя координатъ въ услов1я (268), мы увидимъ, что 
они удовлетворяются сами собою. Услов1я-же (270) привортся къ сл'Ь- 
дующнмъ: 

(?" - ео [Р (Г -0 + 0' (П" - пО + Л' (С" -01 = О, 
(Ч" - Ч') {Р (5" - 50 + О' (ч" - V) + ^2' (С" - О ) = О, 

(С" — О {Р (5" - {') + О' (ч" - чО + Л' (С" - С) ] = 0. 

21 
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Такъ какъ всё три разностн между координатами по предподоженш не 
могутъ равняться нулю, то мы им-Ьемъ условхе: 

(273) р (5" - 6') + о; (>]" - г{) + д' (С" - с; =^ о. 

Итакъ, когда центры раздвтатй не совпадают^, то скорости 
сложнаго движенья будутз скоростями вд простому раздвтатй вз 
томъ случал>, если (271) скорости слагаелыхъ раздвтатй между 
собою параллельны и если {21 Ъ) центры слагаемых^ раздвтангй 
лежать на прямой, перпендикулярной кь общему направлетю дан- 
ныхд скоростей раздвтангя. 

Центръ составна! о' раздвиган1я будетъ при этомъ находиться на 
этой прямой, разд'Ьляя ее (272) въ отношенш, обратномъ отношен1ю 
скоростей данныхъ раздвиган1Й, а скорость составнаго раздвиган1я будетъ 
равна алгебраической сумм* скоростей данныхъ раздвиган1й и будетъ 
имъ параллельна. Въ случа'Ь, когда скорости слагаемыхъ раздвиганШ 
направлены прямо противуположно, то центръ составнаго раздвиган1я 
будетъ внтьшнимд образомз делить въ данномъ отношеши разстоян1е 
между данными центрами и скорость составнаго раздвигашя будетъ на- 
правлена въ сторону большей изъ данныхъ скоростей слагаемыхъ раз- 
двигашй. Такимъ образомъ другихъ случаевъ, когда движете, сложное 
изъ двухъ раздвиган1Й, им-Ьетъ скорости, соотв*тствующ1я опять просто- 
му раздвиганш, кром1^ найденныхъ для конечныхъ перем^^щенШ, не ока- 
зывается. 

68. УСЛ0В1Я, чтобы при сложенж простаго раздвиган1я съ дви- 
жен1еиъ однородно-изм'Ьняемой системы, когда притомъ центры сла- 
гаемыхъ движент не совпадаютъ, получались опять скорости проста- 
го ра8двиган1я. 

Для удовлетворешя этимъ услов1ямъ нужно, чтобы сл'Ьдующ1я за- 
висимости были тожественны при всякихъ значешяхъ коордннатъ: 

(X - 60 [Р {Х _ 5,) + о (у _ 7,0 + 2? (25 _ со ] 

+ Ь{^ — 52) + *8 (у — 'П^) + К{^ — Сг) + г (2— Сз)— г(у — г^з) 
(274) =(а^_3)[Р(а^-Е) + 0(у-Н) + 2г(2-2)], 

(у - 'ПС1[Р {X - ^,)^ а{у -у^,)^^ В {г- СО ] 
+ ^8 (« — ^ч)+Ч(у — 'Пг)Л-\{^ — Сг) +2 (ж — ^г)—р (г — Сз) 

= (у-Н)[Р(а.-н) + ^(у-н)^-^г(г-2)], 
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(г - СО [Р(а; - «I) + а (У - г„) + И (г - ^ ] 
-\-К{х- 5,) + к^ (у-г),) + 8, (г-С) 4-р (у-г,з) - ^ (аг-е,) (274) 
= (г - 2) [Р(аг - Е) + О (у - Н) + ^г (г - 2) ]. 

Зд-Ёсь скорости искоиаго раздвиган1я т'Ь-же самыя, вакъ и данный; пото- 
му-что, какъ мы знаенъ изъ предыдущаго, на скорость раздвиган1я при- 
соединен1е другихъ нараметровъ скоростей вл1ян1я не оказываетъ. Усдо- 
В1Я (274) нриводятъ къ сд1^дующниъ зависниостямъ : 

5, — 2Ре, - От]! — дс, = — (2РЕ + ан + Щ, 

е, — Р?! — 20^3, — ДС, = - (РН + 20Н + В!), (275) 
е, - Р5, - 01}, - 2ДС, = - (РН + ОН + 22г2), 

*з — 0^1 — г = — ОН, А^ — ре, + д = — ДН, 

к^ — В-^^ — р = — ЕЕ, кз — Рг,1 -}- г =: — Ра, (276) 
Л, — РС^ — ? = — Р2, Л, — ОС, 4- Р = — 02, 

^1 (-Р?! + ^11 + -КС,) — 8,52 — *»Ч2 — К'^2 — «Сз + ГТ)» 

= Е (РН + он + Р2), 

11 (Р^1 + 01« + ДС,) - Л,52 - Чг^г -к^г- г^з + 1>С, (277) 

= Н (РЕ + ОН + Р2), 

С, (Л, + От»), + РС,) — К^^ — А;,Т(2 — езСг — д-г^з + 3?, 
= 2 (РЕ + ОН + Р2). 

Три изъ этихъ 12 зависимостей должны служить для опред'Ёлен1я коор- 
динатъ Е, Н, 2 искомаго центра раздвиган1я; остадьныя 9 зависимо- 
стей должны удовлетворяться надлежащимъ подборомъ данныхъ параме- 
тровъ, число которыхъ равно 21. Отсюда видно, что заданнымъ требо- 
ванЁямъ можно удовлетворить различнымъ образомъ. Одно изъ простЪй- 
шихъ р'Ьшен1й будетъ сл'Ьдующее. Исключая изъ (276) координаты 
Е, Н, 2, находимъ так1я услов1я для заданныхъ нараметровъ: 

(.К + г)В = (к, - р) Р, (278) 

(Л,+1,)Р = (А,-2)0. 
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Отсюда получаемъ между прочнмъ: 

т. е. требован1в, чтобы угловая скорость была перпендикулярна къ ско- 
рости раздвиган1я. Когда услов1я (278) выполнены и входящ1Я въ нихъ 
величины соотв']&тственнынъ образомъ выбраны, мы получаемъ для 
Е, Н, 2 изъ уравнен1й (276) по два тожественныхъ выражен1я: 
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Остальныя шесть условШ (275) и (277) должны этимъ р'Ьшешямъ удо- 
влетворять. Для 8,, бд, Зз изъ (275) получаются определенный значе- 
Н1Я, не зависящ1я отъ положен1я центровъ (^^ тд^ ^^ ), ($2 , >32 , Са ) и 
(^3 » '^3 ^ Сз ); напр. для е, следующее: 

^1 = -о" (*з — ^) + ;д (К —р) + -р(К — Ф 

Поел* этого уравнешя (277) могутъ служить для опред'Ьден1я 
$, , 7], , С1 , когда заданы координаты остальныхъ центровъ. 

Друг1е частные случаи, которыхъ мы уже не будемъ разбирать, 
могутъ быть разсмотр'Ёны подобнымъ-же образомъ. 

Мкоторые частные случаи о сложеши скоростей или, что то-же 
самое, о сложен1и безконечно-малыхъ перем'1^щешй однородно-излиь- 
няемой системы разсмотр'1^ны ТЬотвоп'омъ и ТаИ'омъ^), Жуков- 
скимъ^), ХЬЬеЬоп'омъ ^) и другими. 



1) Nа^и^а1 РЫ1о8орЬу, § 183 — 185. 
^) Кинематика жидкаго т&иа, стр. 29. 
') Ма^Ьеш. Шеогу оГ е1а811С11у; § 87 и ел*д. 



ГЛАВА 1У. 

Ускорен1Я коллинеарно-изм'Ьняемой системы. 



69. Общ1я формулы для ускореиМ точенъ коллинеарно-изм-Ьняе- 
мой системы и разложенее ихъ на составныя части. 

Мы уже вид'Ёли, что переходъ отъ конечныхъ первм'Ьщешй къ ско- 
ростямъ въ кодлинеарно-изн'Ьняемой еистем'Ь не представляетъ анадог1и 
съ т1^мъ, что мы им'Ьемъ въ однородно-изменяемой систем'^, гд'Ь сохра- 
няется линейность формулъ. То-же самое можно заметить и относи- 
тельно ускорен1Й. Въ то время, какъ въ однородно-изм'Ьняемой систем1& 
проекц1И ускорешй выражаются опять линейными функц1ями координатъ 
и ел']^довательно сохраняютъ тотъ-же видЪ; какъ проекц1и скоростей, — 
въ коллинеарно-изм'Ьняемой систем'Ь формулы для ускоретй усложня- 
ются въ сравненш съ формулами для скоростей и выражаются уже 
фупкцгями третьей степени отъ координатъ. 

Чтобы изсл'1^довать эти убкорен1я, продифференцируемъ уравнен1Я 
(172) по ^, подставляя при этомъ вм']&сто производныхъ отъ координатъ 
по времени опять выражен1я (172). Первое изъ этихъ уравненШ 
даетъ: 

+ (Ри^ + ^Vу + ЕV, )х (279) 

+ {^,V, + М^Vу + N^V, ) + {Ь^ 'х + Л//у + К^г + /8/) 

= 2х{Рх + Оу + ^гг)2 + х{Рх + (Цу + В' г) 

4- (Х,ж + Л/1у4--^1« + '®1)(^«^+Су+*«) + 
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+ М,у + Д^,2) (Ра: + 02/ + Вг) 

,^х + М,у 4- ^^12 + -во + М^{Ь^х + ^^1У + ^^г +5 ^ 

формулы получатся для го^ и №,; мы не буценъ нкъ те- 

ать. 

иулы можно разснатривать еъ трехъ разлнчныхъ точевъ 

расположить со степенянъ воординатъ: 

а. + Л/^ + Ы,^) (Рх + йу + Й2) + хСРх + а'у + Й'г) 

.(Х,х + ЛГ,2, + ДГ,г)] 

> форкулу (279) в ей подобный: а) на члены съ производ- 
щентовъ скоростей, Ь) на члены, содержащЁе нножителя- 
юлныхъ своростей, и с) на члены, остаюш1еся поел!! зто- 
клнть въ зтикъ форнулахъ: а) члены, опред1вяющ[е усво- 
1Томъ раздвиган1н, Ь) члены, соотвЪтствующ1е усворешю 
['Ьвяеиой системы, и с) члены ся1&шанные, т. е. зависящ1е 
кавъ отъ раздвиган1я тавъ и отъ другихъ эленентовъ 
ля уяененхд свойствъ ускорен1я въ зависимости отъ освов- 
тичесвихъ эдементовъ последнее раз10жен1е очевидно наи- 
. Мы и будемъ его придерживаться. Чтобы сд^аать ато 
оставинъ выражен1я для проекщй усЕорен1й въ увазанныхъ 
хъ случаяхъ двихен1я. 

кнцируя по времени формулы для своростей въ чисюкъ раз- 
^), нолучинъ: 

сь значкоиъ (') обозначены лроИзводния по временя. 
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+ х{Рх + й'у + В'г) + «(Рох' + 0«/ + ^гV, о (280) 

= 2х(Рх + Оу + ^г2)* + а^Рж + й'у + ^г'г) 

и дв1& подобный имъ формулы для го^ и го/. Формулы (174) для 
скоростей однородно-изменяемой системы даютъ точно такъ-же: 

= Х/Ж+ М^'г/ + .У/2+ «I' + Ь,{1,х + Ж,у + У,г + 5,) (281) 
+ М,(1^х +М^+ N^г 4- «,) + Щ1^х + 3/,у + ^\7,г + «,) 

♦ 

И подобныя-же формулы для го^' и гг,". Сравнивая (280) и (281) 
съ (279), можно написать: 

гСх = ^х + М?*" 

+ 2(Ь^х + М,у + 1У12) (Рж + Оу + Щ (282) 

+ В{Ь,х + М,у + ЛГз. + ^з)] 

70. Ускорен1Я въ чистомъ раздвиган1и. 

Формулы (280) показываютъ, что ускорен1е въ чистомъ раздвига- 
ши слагается изъ двухъ частей, изъ которыхъ одна зависитъ отъ т*хъ- 
же коэффиц1ентовъ, какъ скорость раздвиган1я, а другая отъ производ- * 
ныхъ по времени отъ этихъ коэффиц1ентовъ, — аналогично тому, какъ 
это им']^етъ м'Ьсто въ движен1и твердаго Т'Ьла. Означая эти отд'Ьльныя 
ускорен1я черезъ го/ я щ', а скорость въ чистомъ раздвиган1и че- 
резъ г;', можно написать: 

и?,^' = 2^,. г€,/ = 2^, и?,/ = 2 — . (283) 

Принимая во вниман1е, что 



Х^ у^ 2^ р^ ' 



(284) 
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гд'Ь р разстояц1е точки отъ центра раздвигашя, им'Ьеиъ также: 

X у % р ' 

И поэтому изъ (283) и (284) находимъ: 

(285) < = 2— . 

Р 

Это ускорен1е^ аналогичное усвореи1ю равном'1^рнаго вращательнаго дви- 
жешя, можно назвать ускоренгемз равномтрнаго раздвтатл; потому- 
что ускорен1е въ чистомъ раздвиган1и состоитъ изъ одного этого члена, 
если Р, ^, В постоянныя величины, т. е. если скорость раздвигашя 
постоянна по величин'^ и направлешю. 

Ускореше щ' составлено совершенно такъ-же, какъ скорость въ 
чистомъ раздвиганш, только коэффиц1енты Р, ^, В зам']^нены ихъ про- 
изводными. Ускорен1е го' можетъ состоять изъ одного этого ускоре- 
шя щ' только въ так1е моменты, когда Р, ^, Л равны нулю, т. е., 
когда раздвиган1е начинается изъ состоян1я покоя системы. Это уско- 
реше можно назвать поэтому устрепгемъ начальпаго раздвтангя. 

Нужно заметить, что эти оба ускорешя го^ ' и гг^ ' всегда на- 
правлены по одной прямой линш, проходящей черезъ центръ раздвига- 
Н1Я, если предполагать, какъ мы теперь д-Ьлаемъ, что центръ раздвига- 
н1я не изм']^няетъ своего положешя. Ниже мы увидимъ (§ 77), какъ 
составляется ускорен1е, если положенге центра раздвигашя меняется съ 
течешемъ времени. 

Величину 

(286) Ф = 1/р^+а'2+1г'2 

можно, по аналопи со скоростью раздвиган1я а, назвать ускоретемд 
раздвтангя. 

Относительно распред*лешя ускоренШ при чистомъ раздвиганш 
системы зам*тимъ следующее. Полагая 

(287) 2{Рх + Оу + Вгу + {Рх + й'у + В'г) = V, 

изъ (280) им'Ьеиъ 
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Бо вс1^хъ тошахъ поверхноетп втораго порядка 

II = пост. (288) 

ускореше 11ропорц10надьно разстоянш точки отъ центра раздвиган1й. 
Поверхность (288) представдяетъ собою параболическШ цилиндра, 
производящ1я котораго параллельны плоскостямъ: 

РХ + ОГ + 222 = О, (289) 

РХ^О;Г^ Е'2 = О, (290) 

т. е. перпендикулярны къ направленхямъ скорости и ускорен1Я раздви- 
гашй. Преобразовывая данную координатную* систему въ новую 
(а/, ^, 2'), въ которой плоскость (Уг') совпадаетъ съ плоскостью (289), 
а плоскость (г'а/) съ плоскостью (290), можно написать: 

Рх 4" Су + ^2 = 'тх\ 
Рх + й'у + В^г = пу\ 

Подставляя эти выражен1я въ уравнен1е (287), подучимъ уравнен1е 
направляющей параболы въ плоскости (а/у): 

2т'^а?'2 + »*У' =и= пост. (291) 

Такъ какъ ш т п суть величины, зависящ1я только отъ коэффиц1ентовъ 
уравнешй (289) и (290) и следовательно одинаковыя при преобразо- 
ванш уравнешй вс*хъ цилиндровъ (288), то изъ уравненШ (291) мож- 
но заключить, что параметры всЬхъ параболъ (291) одинаковы и оси 
ихъ совпадаютъ; параболы различаются положешями вершинъ, образу- 
ющихъ притомъ прямую дин1ю, параллельную оси (з/). 

71. Уснорен1е въ движеи1и системы безъ раздвиганж. 

Ускоред1е однородно-изм']^няемой системы было изсл']^довано Оиг- 
гапс1е'омъ^). Это ускореше можетъ быть разсматриваемо состоящимъ 
изъ трехъ слагаемыхъ, изъ которыхъ одно зависитъ исключительно отъ 
деформацш системы, другое отъ перем'Ьщен1я системы безъ деформац1и 
и третье, смешанное, еодержитъ какъ параметры деформац1и такъ и па- 
раметры перем1^щешя. 



9 Аппа1е8 8С1еп1Ш^аеа Ае ГЕсо1о Когша10* 2 й^р., ф. Ш, 1874 ]". 
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Нужно заметить, что результаты Виггапйе'а не им*ютъ самаго 
общаго характера, потому-что онъ исходитъ изъ такихъ формулъ для 
скоростей однородно-изм'Ьняемо& системы, въ которыхъ оси координатъ 
предполагаются направленными по главнымъ осямъ деформацш. Таннмъ 
образомъ Биггаи(1е, переходя къ ускорен1ямъ дифференцирован1емъ, 
д-Ьлаетъ, повидимому самъ не замечая этого, частное предположен1е, что 
оси деформацш сохраняютъ свое направлен1е въ два посл'Ёдовательныхъ 
элемента времени. Чтобы избежать этого, необходимо или взять фор- 
мулы для скоростей отнесенными къ произвольнымъ координатнымъ 
осямъ, т. е. ввести въ разсмотр'Ьн1е кром'Ь удлиненш и сдвигашя (см. 
§ 45), или отдельно вычислить ускорен1е, зависящее отъ перем-Ьны на- 
правлен1я главныхъ осей деформац1и. Помимо этого у Оигга11<1е'а на- 
ходится ошибка въ выражен1и той слагаемой ускорен1я, которая зави- 
ситъ отъ поступательнаго движен1я системы; эта ошибка обусловлива- 
ется т'Ьмъ, что у Виггапйе'а не принимается во внимате перемена въ 
положенш мгновенной оси вращен1я, а предполагается, что она въ оба 
элемента времени проходитъ черезъ начало координатъ. Написавъ фор- 
мулы для ускоренШ въ общемъ случа*, разберемъ отдельно ускореше въ 
каждомъ изъ частныхъ движенШ, изъ которыхъ общее движете однород- 
но-изм-Ьняемой системы слагается, а потомъ изъ сравнен1я полученныхъ 
выраженШ съ общими формулами опред'&лимъ, какъ полное ускореше изъ 
ускорешй отдйльныхъ слагаемыхъ движешй составляется. 

Пусть будутъ а?о, 2/о, ^0 координаты точки^ скорость которой 
^о(^одг» ^оу, ^ог) опред*ляетъ собою поступательную скорость системы. 
Мы не будемъ эту точку съ самаго начала предполагать находящеюся 
'въ начал* координатъ, потому-что при опред'Ьлен1и ускоренШ приходит- 
ся разсматривать два послЬдовательныхъ элемента времени; поэтому 
принимать сразу х^, у^, г^ равными нулю неудобно. Такъ какъ, от- 
нявъ у системы поступательную скорость г;^, мы точку х^ у^ г^ приве- 
ли-бы въ состоите покоя, то очевидно эту точку нужно разсматривать, 
какъ центръ деформац1и и вращенгя, и поэтому въ формулахъ для скоро- 
стей однородно-изменяемой системы координаты х, у, г заменить разно- 
стями X — яГо, У — у о, ^ — 2;о. Итакъ, мы им'Ьемъ: 

V/ = ^ол:" + в1(ж — Жп) + д'(2 — Зо) — Г(у— Уо) 
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Ч/' = V + Ь(У — Уо) + г(х — Хо) —р(г—го) 

V/' = Vо/'-\- ез(а — 2о) + р(у—Уо) — ?(ж — Жо) 

+ К{у —Уо ) + К^^ — ^о ). 

тг V V X ^ ^(^ -^о) Л(У Уо) 

Дифферещируя эти формулы л подставляя вместо ^^ , , , 

(^ — ^о) выражен1я г;/ — V^\ с" — V^' , V" — V^' , взятыя изъ 
т'Ьхъ-же формулъ, получимъ: 

+ (*2* + *3^) (« — ^о ) + *1*2(У — Уо ) + *^Л(« — А, ) 

— (^^1 + РК) (2? — 2о ) + (#1 + р^а) (у — У о) 

+ (^1 + 88)*^2 (2 — 2^о) + (81 + е2)*3 (У — Уо) 

И еще подобныя-же дв* формулы для щ" и г^?/', получаемыя изъ этой 
круговою перестановкою параметровъ и координатъ. Эти формулы по- 
казываютъ, что ускорешя точекъ однородноизм'Ьняемой системы можно 
разсматривать состоящими изъ семи слагаемыхъ: 

I. ускорешя поступательнаго движешя, 

II. уекорен1я вращательнаго движея1я, 

III. ускорен1Я удлиненШ, 

IV. ускорен1я сдвиганШ, 

V. I трехъ см'Ёшанныхъ ускорешй, въ выражен1я которыхъ 
VI. I входятъ попарно параметры вращен1й, удлиненШ и сдви- 

VII. I ганШ. 

72. Уснорен1я, соотв'Ьтствующ1я движен1ю безъ деформацЫ. 

Ускорете поступательнаго движенья опред'1^ляется членами 



., _ ^^ох у. П ^ "^^ОУ 1п " := ^^1^^. (292) 
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У Сиггапйе'а слагаемый ускорен1я, не зависящаго отъ коор 
динатъ, выражаются членами 



е^'Уол" — ^Vоу" + ^Vог" + 



(293) 82 V — рVо/' + ^Vо^' + 






/оу 



йЬ 



Это ускорен1е у него не равно следовательно ускоренш точки {х^,у^,г^^ 
и зависитъ еще отъ скоростей вращен1я и деформац1и. Произошло это 
отъ того, что Биггапйе переходитъ къ ускорешямъ отъ формулъ 

^у" = 1^оу" + бзу + гх —рг, 
V/' = Vо/' + ез2 -{-ру— д^ж, 

и стало быть предполагаетъ, что центромъ деформащи служитъ въ оба 
посл-Ьдовательныхъ элемента времени начало координатъ, и что въ оба 
эти элемента времени ось вращен1я проходитъ черезъ начало коорди- 
натъ. Поступая такимъ образомъ, сл-Ьдовало-бы еще принять во вни- 
маше уекорен1е, зависящее отъ перемены м-Ьста центра деформацш и 
вращен1я. Проекщи этого ускорен1я выражаются членами, которые 
соотв']^тственно равны съ обратными знаками первымъ тремъ членамъ 
въ формулахъ (293). Эти члены поэтому должны сократиться. 
Действительно, предполагая на время, что главный удлинен1я происхо- 
дятъ по осямъ координатъ (чтобы придерживаться формулъ Виггапйе'а), 
напишемъ формулы для скоростей для того случая, когда точка (л?о,2/о> ^о) 
не совпадаетъ съ началомъ координатъ: 

1;^'' = ^оа;" + &1{0С — Хо) + ^{г — 2?о) — г{у — Уо), 

-Уу" = 1?о/' + н{у — Уо) + г(х — Хо) —р(г — Хо), 
V, " = 1;ог" + ез(2 — 2о) + 2>(у — Уо) — ^{x — а?о). 

Зам*нимъ теперь, сохраняя тЬ-же значенхя параметровъ е^ , е^ , бд , р^ 
Ъ Л '^оху '^оуу ^ог, точку (Жо, 2/о> ^о) точкою безконечно къ ней близкою 
(д?о + А^о » У 4" Ауо > 2^0 4" А^о)> предполагая притомъ, что эта пере- 
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м'Ёна произошла въ течен1е времени А^, п вычислимъ произошедшее отъ 
этого уекореше. Скорости точевъ системы при новомъ подожен1и 
центра будутъ: 

"^а," = То* + 64(0? — Хо— АЖо) + д(2 — 2о — Д2о) — г{у — Уо — Дуо), 

Vу ^ = Vо„ + бзСу — Уо — Дуо) + г(а; — Жо — Да*о) — />(25 — 2о — Дго); 
Я" =^о^+ 63(2 — 2:о — Д^о) +^>(у — уо — Дуо) — 9(^- — л-о— Да-о); 

а для искомаго ускорешя найдемъ: 



V '' — V " 



?12?в^. д. = — 61^00» — 3^0, + ГГоу, 



м 



V" — V. " 



пред. ^ д^ ^ = — бз^оу — гиод, + рУог у 

П^в<). д. = &й'Vог—рVо» + д^о*. 

Присоединяя эти выражешя къ формуламъ (293) Виггапйе'а, мы по- 
лучимъ выражешя (292). 

Такъ какъ уекореше поступательнаго движен1я никакого вл1ян1я 
такимъ образомъ не оказываетъ на друг1я слагаемый ускорен1я, то мы 
будемъ въ дальн-Ьйшемъ считать ускорен1е точки (х^ , «^/^ , г^) равнымъ 
нулю и предполагать, что эта точка находится въ начал-Ь коордипатъ. 
Тогда для ускорен1я однородно-изм-Ьняемой системы будемъ им-Ьть сл*- 
дующ1я формулы: 

+(^ + ^^0 ^ + ^ ^ + -^2^ + (*^' + *^«')^ + ^^^^ + *«*^^ 

+ (^1 + ез)225 — (в! + ез)гу (294) 

— {гк^ + Р^гУ^ + (3*1 + Р^2)!/ 
+ (б! + ^з)^2^ + (в! + е2)й:зУ 

и подобныя-же дв* формулы для го^' и го/\ 

2) Ускорете вращателънаго движетя определяется т-Ьми-же 
формулами, какъ и для твердаго т*ла: 
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^"•" "^ "^ ^ ~ йГ^ "" ^'^^ + '■"■^'^ + ^*^ + '*^''' 

(295) «,„/' = -^ ж — -^- 2 — (г* 4- Р^)У + 3»-г + ^'2а5, 
*".»" =-^-У~-||-* — (1** + 2*)^ + 'У*» + ЧТУ' 

Этимъ ускорен1емъ мы тоже не будемъ дол-Ье заниматься; но не 
будемъ также предполагать вращен1е отсутствующимъ, потому-что его 
присутств1е оказываетъ вл1ян1е на ускорен1е, зависящее отъ деформац1'и. 

73. Ускорен1я однородной деформац1и. 

1) Ускоренге, соответствующее удлинетямъ по осями коор- 
динатд, опред'Ьдяется членами: 

(296) ■ ^^ш/' = (^^ + е,а)у, 



'•-" = (ж+^зО- 



Это ускореше распределено совершенно такъ-же, какъ скорость чистой 
деформащи по осямъ координатъ; только скорости главныхъ удлинен1Й, 
8, , 8^ , 8з , заменяются здесь другими коэффищентами, которые можно 
назвать ускорен1ями удлиненШ. При определеши скоростей удлинен1й 
мы имели 

поэтому 

^ — _ л /^^У д- 1 ^ — _ 9л.1^ 
си ~ р^ \си) ^ рм^ ~ ^ ^ р аь^' 

Такимъ образомъ 

есть ускореше изменен1я длины вектора, деленное на эту длину, и мо- 
жетъ быть поэтому названо ускорен1емъ удлинен1я ^). 



*) Виггапйе. Апп. де ГЕс. Когт. (2) III, стр. 155. 
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Ускореше уд;ганвшя по какому-нибудь иаправлен1ю можетъ быть 
выражено черезъ ускорен1я и скорости уддинен1й по главнымъ осямъ де- 
формацш сд']&дующпмъ образомъ. Если предполагать, что главный оси 
деформац1и направлены по коордннатнымъ осямъ, то можно написать: 



-И = 1; . сое («,р) = -^ ! — ^^-^--! — ::— = -5 -1 — ^ ' ^ — 

сИ р. р 



Отсюда 



1 ег^р ^ »"+ % У" + ^ ^' + 2 (^'"-^ + ^^' + ^»*^^) 



1^ = 

р .Л" ~ р* 

ИЛИ, означая черезъ а, |3, у углы вектора р съ осями деформацш: 

Означая черезъ т^^ , т^^ > '']з ускорешя главныхъ удлинен1й, а черезъ г^ 
ускорен1е удлицен1я по какому-нибудь направлен1Ю, можемъ написать: 

-|- (еа — е8)*со8^ р 008*7 + (^з — ^О^ соз'^ ^ со8^ а -^ (е^ — е2)*со«- а 008* р. 

Мы видимъ отсюда, что не существуетъ полной аналог1и между распре - 
дЬлешемъ скорости и ускорен1я удлинен1й въ систем*, деформирующейся 
безъ вращен1я и безъ изм*нен1я направден1я главныхъ осей деформатци: 
т членамд, аналотчпымд скорости удлинеигл, прибавились еще три 
члена, которые, какъ показываютъ формулы (265), опред/ьляютпо^, 
квадратд девгацги вектора р при чистой деформацш, 

2) Обратимся теперь къ движенш системы, состоящему изъ сдви- 
ганШ параллельно коордннатнымъ плоскостямъ безд общаго всей систем* 
вращетя. Скорости въ этомъ движенш определяются формулами ; 
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1;у" = Л,2 + Лзя?, 



а ускоренш: 

йк^ . Ак 



(298) / ч« 



«(; 



г(; 



Эти формулы составлены совершенно такъ-же, канъ формулы для скоро- 
стей однородно-изм'Ёняемой системы, подверженной чистой деформащи, 
оси которой не совпадаютъ съ осями координатъ. Поэтому и распред^ле- 
Н1е этого ускорешя можетъ быть изучаемо совершенно такъ-же, какъ 
распред'Ьлен1е скоростей въ вышеупомянутомъ движен1и ^). Оно можетъ 
быть такимъобразомъразсматриваемо, какъ дифференщальный параметръ 
н-Ькоторой поверхности втораго порядка ~ деформатриссы ускоретй 
сдвтангя. Къ этому ускорешю мы еще вернемся ниже (§ 75). 

Зам-Ьтимъ еще, что если составить отдельно ускорен1я сдвиганШ 
въ координатныхъ плоскостяхъ параллельно осямъ координатъ, то уско- 
рен1е въ общемъ случа* сдвиган1я не будетъ геометрическою суммою 
этихъ трехъ ускоренШ, а будетъ содержать еще некоторые добавочные 
члены. Действительно, полагая посл-Ьдовательно к^ иЛд, й;з як^, \ и к^ 
равными нулю, получимъ для ускоренШ: 



*) у ВиггапДе'а ускорен1е ю^^ въ общихъ Формулахъ для ускоретй 
вовсе ве входитъ по причин')^; указанной въ § 71. 
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Тогда формулы (298) представятся въ слЬдующемъ вид'Ь: 

• е(;,V/' = Жх.; + ТГ,./ + Ж,^;" = А:, А-, г + &, А:^ а?, 

Добавочные члены въ этихъ формулахъ могутъ быть разсматриваемы 
какъ слагаемыя некоторой скорости, происходящей отъ трехъ сдвиган1й 
въ координатныхъ плоскостяхъ параллельно осямъ координатъ, если за 
скорости этихъ сриган1й принять: 

74. Смешанный ускорежя однородно-изм'Ьняеиой системы. 

См^^шанныя ускорешя слагаютсл, какъ показываютъ формулы 
(294), изъ ускоренШ трехъ видовъ, соотв-Ьтствующихъ соединенш по- 
парно вращенШ, уд.1инен1й и сдвиганш. 

1) Совокупность удлиненШ и вращенгй даетъ проекцш смтьшап- 
наго ускоренгя въ сл'Ьдующемъ вщЬ: 

^гх" = (б! + бз) ^ г — (8^ + е^) г у, 

гсу/ = (52 + еО г X — (е^ + 63) ^? г, (299) 

«?у/' = (ез + «г) Р У — (ез + ^1) 2 ^• 

Это ускорен1е по составу аналогично проекцш вращательной скорости 
точки твердаго т'Ьла, если за слагаемыя угловой скорости принять 

В = г(&1+ 82). 

Изъ этой аналогш видно, что это ускореше перпендикулярно къ плоско- 
сти, образуемой векто1^омъ р и векторомъ ^, проведеннымъ къ точк1^ 
(Р, ^, Е), и равно по величин*: 

V; /' = рй . 8ЬП (й, р). 

Это единственное смешанное ускоренхе, которое у Виггапйе'а разсма- 
тривается; между тФмъ существуетъ еще два подобныхъ-же ускорешя. 

23 
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2) Смтыиаиное ускорете, зависящее отъ вращвнгй и сдвиганш^ 
им'Ьетъ своими проекц1Ями: 

(300) ю у,, " = — (рк^ + 2*1) ^ + Иг + 3*з) «?, 

м? V,/' = — (2*3 + гк^) У + (Р*з + ^•*1) »; 

ОНО составлено стадобыть совершенно такъ-же, какъ предыдущее, т. е. 
какъ вращательная скорость; только соотв'Ьтствующ1я ей слагаемый 
угловой скорости теперь будутъ: 

Р' = - (#3 + ^-^а), 

о: = -(гк+рк{)у 
и^ = - (рк^ + ^к,). 

Если О' есть векторъ, проведенный къ точк* (Р', О', В'), то величина 
этого ускорен1я будетъ: 

м?„" =^ р . О' вт (р, С), 

3) Наконецъ третье смтыианиое ускорете, зависящее отъ удли- 
нети и сдвтанш, уже отличается по своему составу отъ предыдущихъ; 
его проекцш 

«^уих" = (б! + Ч) к^г + (8^ + е^) Аау, 

(301) гс7у„у " = (82 + 8^) к^х + (52 + ез) к^г^ 

«^У1и " = (ез + Ч) *1У + (^3 + Ч) К^ 

показываютъ, что оно аналогично скоростямъ, происходящимъ отъ сдви- 
ганШ, если за скорости такихъ сдвиганШ принять 

^1 = (62 + ^8)*!, 
^2 = (®3 +е1)*2» 

ч = {ч + Ч) *8- 

75. НЪноторыя 8ам'Ьчан1я относительно уснорен1й однородно-из- 
м'Ьняемой системы. 

Резюмируя ВС* предыдущ1я разсужден1я, мы можемъ видеть, что 

члены, опред*ляющ1е ускорен1е въ однородно-изменяемой систем*, мо- 
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жно разд']^лить на дв1^ группы: а) на члены, содвржащ1е ускорешя основ- 
ныхъ параметровъ первм'Ьщеп1я (поступательной и угловой скорости, 
скоростей главныхъ удлинешй и сдвигашй) и Ь) на так1е члены, кото- 
рые по своему составу аналогичны выражен1ямъ для скоростей и им']^ютъ 
своими коэффи1центами величины, составленный изъ параметровъ, опре- 
д1^дяющихъ скорости. Пользуясь посл']^днимъ зам1^чан1емъ, можно про- 
екц1и ускорешя однородно-изм'Ьняемой системы представить еще въ сл'Ь- 
дующемъ вид'Ь: 

+ Ч^^' + (*з - т) 1;/' + {К + г) ^/'; 



+ (*3 + г) 1;/ + 8,1;/' + {к, -р) V,", 



+ ^г - З) ^х" + (*1 +Р) <' + ^3^/'. 

Такимъ образомъ V)" можно разсматривать состоящимъ изъ двухъ ча- 
стей: ускорен1я, зависящаго отъ изм'Ьнен1я параметровъ скоростей, и 
ускорен1я, которое им^ла-бы система, если-бы эти параметры своей ве- 
личины не изм^^няли. Посл'Ёдняго рода ускорен1е изм']&ряется скоростью 
точки, находящейся на конц*]^ вектора, проведеннаго изъ начала коорди- 
натъ, геометрически равнаго скорости данной точки и неизменно связан- 
наго съ двигающейся системою. 

Относительно ускорен1й г^;,/' и V) ^„" р'Ьшимъ еще сл'Ьдующ1й вопросъ. 
Выражен1я этихъ ускоренШ зависятъ отъ двухъ обстоятельствъ въ движенш 
системы: 1) отъ того, что главный оси чистой деформащи не направле- 
ны по координатнымъ осямъ, и 2) отъ того, что эти оси въ два посл'Ь- 
довательныхъ элемента времени не сохраняютъ своего направлен1я. По- 
стараемся теперь въ формул ахъ (298) и (301) отделить одно отъ дру- 
гаго эти два вл1яшя на выражешя ускорен1е. 

Легко видеть прежде всего, что если первоначальный направлен1Я 
осей деформащи совпадаютъ съ координатными, то ускорен1е, зависящее 
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отъ ихъ отклонеша отъ этихъ иаправлеиш, опред'Ьдится веяичднана 

'Ж'Ии' 'Ж' Д'Ьйствительно, если въ формулахъ (294) считать 
вращвн1б отсутствующимъ и еще положить для даннаго момента 

к^ = О, к^ = 0; Аз = О, 

т. е. предположить, что въ данный моментъ гдавныл оси деформац1н со- 
впадаютъ съ координатными, то для ускорен1я мы получаемъ выражения: 






Если первоначальный направлен1я осей деформащи не совпадаютъ съ 
координатными, то для опред-Ьденги вл1ян1я на ускореше откдонен1я осей 
деформацш мы можемъ воспользоваться нреобразован1емъ координатныхъ 
осей. Пусть будутъ теперь V шу) скорость и ускорен1е въ движенш од- 
нородно-изм'Ьняемой системы, сопровождаемомъ переменою осей дефор- 
мац1и при произвольномъ положен1и координатныхъ осей, я V' е V)' ско- 
рость и ускорен1е той-же точки, когда оси координатъ совпадаютъ съ 

осями деформацш, а г«; и г^;' соотв'Ьтствующ1Я этому значешя ускорен1Й 
въ предположен1и, что оси деформац1и своего направлен1я не м'Ьняютъ. 
Тогда можно написать следующую систему уравнен1й: 



V,' 




^^Х у 


< 




<у', 


V/ 




в,'г'; 



гд* 






(302) Ч = Ч'Ч' -\- ^г\' + Ь%' , 
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к = аза!^/ + 13зр1е2' + ЬЬЧ 1 (303) 

Дад'&е, для ускоренШ: 

%0 ^ ' ^ 






я =К,х + Е,^ + К^г , (304) 



если положить 



Принимая во внииаше формулы (302) и (303), мы можемъ легко уб:Ь- 
диться, что 

^* = % +'*' + *»' + *''' 
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К^ =к^с^ ^ 4^(62 + 83), 
К^ = к^с^ + к^ (бз + ^1) ? 
К^ = ^1^2 -|- л^з (е^ -(- Вд). 

Обращаясь теперь къ общимъ формуламъ (294) и полагая вънихъ только 
находимъ, что 



щ" = К,х^Е^-^-К,г^:^г-]-:^х, 



го." = К,х + К,у + Е,г,+ ^х + ^у 





У + 


^^2 


Лку 


^ + 




йк^ 


0.+ 


йк^ 
й* 



ИЛИ, по формуламъ (304), 



и /Со I (л/гСс 






Такимъ образомъ убкорен1е чистой деформащи слагается изъ уско- , 
рен1я V), которое им'Ьло-бы система, если-бы паправлен1я главныхъ осей 
не менялись, и изъ ускорен1я V), зависящаго только отъ изм-Ьненги этихъ 
иаправлен1й и им'Ьющаго своими проекщями 






«'«=-тггЗ'+^г, 



с1к. , Лк~ 
(305) ^''^=йГ'+ Л"'^' 

икс, . Ак^ 

Эти формулы отличаются отъ формулъ (298), дающихъ ускорен1е въ 
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движенш системы, состоящемъ изъ сдвиганШ въ координатяыхъ плоско- 
стяхъ, потому-что въ такомъ движенш уддинен1я существу ютъ, но толь- 
ко они направлены не по координатнымъ осямъ; въ формулахъ-же (305) 
удлинен1я совсЬмъ исключены, а оставлено только изм'Ьненхе направлен1я 

осей деформащи. 

76. Смешанное ускорен1е коллинеарно-изм'Ьняемой системы, со- 
держащее параметры раддвиган1я. 

Намъ остается теперь разсмотр-Ьть ускоренхе см-Ьшанпое, зависящее 
какъ отъ раздвиганий, такъ и отъ движен1я, свойственнаго однородно-из- 
м1^няемой систем'Ё. 

Вл1яше, которое оказываетъ на это ускоренхе изм-Ьнеше положешя 
центра раздвигашй, мы разсмотримъ ниже въ отд'Ьльности и будемъ по- 
этому теперь предполагать, что поступательный слагаемый движен1я 
отсутствуютъ, т. е. 

/8^ = О, /За = 0; ^3 = 0. 

Кромб того введемъ въ формулы (282) скорости удлинешй, сдвигашй и 
вращенШ. Тогда для см-Ьшаннаго ускорен1я получимъ: 

ю^^^ = 2 [ г^х + (Агз —г)у^ {к^ + 5) ^ ] (Ра? + Оу + Ег) 
+ Раз [ е^ж + (Аз — г) у + (А;^ + ^) 2] 

+ Ож [ (А, 4- ^) а? + егУ + (*1 — Р) ^] 
-|- Ра? [ (Ла — 2) ж + (А^! +1>) у + 58 25 ] 

и еще дв* подобныя-же формулы для т"' и 1^/". Эти ускорешя можно 
разложить на дв* части. Означивъ черезъ V' скорость точки въ чистомъ 
раздвиганш системы, а черезъ г;" ея скорость въ движенш безъ раздви- 
ганШ, можно написать: 



причемъ 



'2» } 



^1Х 



V)* 



^1г 



т 





2V^' 






2 


«' 

^ММ 

Р 


^х ; 


т 




2г>/' 


< 

у 




2 


1)' 

Р 




!П 




2V,^^ 


г 




:2 


г?' 

Р 


45 " 



,/• = •^Vу■■ -^ == 2? - Vу■; (306) 
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(307) Щ,''^ = у (Р'^о," + ^V,' + ВV/^), 

Ю^ '" = 2 (Р1?^" + 01;^ " + ВV, "). 

Формулы (306) даютъ: 

Р 

5т(? ускорете, какъ показываетъ формула (285), относится т уско- 
рент равномтрнаго раздвшатя, какд скорость вз движенги безп 
раздвигангй относится кд скорости вз чистомд раздвтанги. На- 
правлен1е этого ускорен1я совпадаетъ съ направлен1емъ скорости въ дви- 
женш безъ раздвиган1я. 

Формулы (307) показываютъ, что ускореше щ'" можно предста- 
вить сд'Ьдующимъ образомъ: 

<" = р (^^/ + ^V, " + I^V, ") = р •^\ 

гд* V" можно уподобить скорости, которую им-Ьда-бы въ чистомъ раз- 
двиган1и точка, находящаяся на конц* вектора, проведеннаго изъ цен- 
тра деформацш и геометрически равнаго скорости въ движенш безъ раз- 
двцган1я. 

Въ заключеше разбора ускоренШ, изъ которыхъ полное ускорен1е 
коллинеарно-изм-Ьняемой системы слагается, зам4тимъ, что вс* выраже- 
н1я для см'Ьшанныхъ ускоренШ могди-бы быть получены изъ общихъ 
формулъ для ускорен1я въ составномъ движен1и изменяемой системы, 
предложенныхъ Бобылевымъ ^). Мы этого не сделали, потому-что ис- 
ходили непосредственно изъ общихъ формулъ для ускорен1я коллинеар- 
но-изм']&няемой системы. 

77. Вл1ян1е перем'Ьны положен1я центра раздвиган1я на ускорен1б 
въ чистомъ ра8двиган1и. 

Пусть будутъ х^, Уо, ^0 координаты центра раздвиганШ, скорости 



^) ПеЪег ^16 гекйуе Ве^е^илд ехпез Рипк^ез ш ешет т сопйпшг- 
ЦсЬег Ье!огтайоп Ъе^Яепеп МеШшп. йеНвсЬпЛ Шг МаШ. ипй РЬув. В. 
XXX. 
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въ движенш системы, состоящемъ только изъ раздвиган1я, будутъ опре- 
д'Ьляться формулами: 

V,^ = (х-х,)[Р(х-х,)^а(у-у,) + В(г- г,)], 

^/ = (у-Уо)[^'(а^-^о)+0(у-Уо) + ^(^-^о)], (308) 

Ёслщ центръ раздвиганШ не м'Ьняетъ своего подожешя, то, считая 
^о у Уо* ^0 постоянными, найдемъ : 

1С,^ = {х-Хо)[Р'(х- X,) + а' (у - Уо) + ^' (^ - ^о) ] 

+ (ж - жо) (Р^^ + ^< + вю/) 

^V,[Р(x-x^)+^(у-у,) + В(г-x,)] 

и подобныя-же выражешя для го^ и го/. Если положен1е центра раздви- 
ганШ м'Ьняется, то ускорен1е будетъ им'Ьть своими проекциями выраже- 
Н1я, который получимъ дифференцировашемъ по (; изъ формулъ (308), 
считая въ нихъ х^,у^, г^ функц1ями времени. Это дастъ 

/72 

_^[Р(^_а^,)+а(у-у,) + 2г (25-^0)]. 

Перенеся начало координатъ въ положенхе центра раздвиганий, соотв'бт- 
ствующее данному моменту, получимъ : 

гОа: = К;^.' — ^ог {Рх + Оу + /^г) — Ж (РЮох + 0,^оу + Р^ог)) 
Щ = -М?у' — Vоу {РХ -\- Оу-^- В^) —у (Р^ох + ^Vо» + ВVог), 

го, = !(?/ — Vо, (Рх + Оу + 122) — г {РVоx + О^оу + 1г^ож)- 

24 
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Такинъ образомъ ускорен1в въ движеЯ1И, состоящемъ изъ раздвига- 
н1й около перемЪннаго центра, не есть уже ускореше чистаго разряга- 
Н1Я и содержитъ члены, соотв*тствующ1е ускоренш однородно-изм-Ьняе- 
мой еистемы. Это добавочное усворен1е можно разсматривать состоящинъ 
изъ двухъ частей^ изъ которыхъ одна измеряется величиною 

(309) ^, 

а другая 

(310) р {РVо:с + О^^оу + 0^0.), 

пропорц1ональная для даннаго момента разстояшю то^ви отъ центра раз- 
двигашй, представляетъ собою ускореше н']^котораго расширешя, одина- 
коваго по всЬмъ направлешямъ. Первая слагаемая (309) им'Ёетъ напра- 
влеше касательной къ линш центровъ раздвигашй, а другая (310) на- 
правлена по вектору, проведенному изъ центра раздвиганШ къ дайной 
точк*. 



Не останавливаясь на вопросахъ о распред'Ёленш ускоренШ, къ ко- 
торымъ можно было-бы прим^^ннть тЬ-же нрхемы, какхе были приложены 
къ изсл']^дован1ю распред'&лешя скоростей, но которые не содМствуютъ 
въ такой-же степени наглядному представлен1ю кинематическихъ свойствъ 
коллинеарно-изм^^няемой системы, — обратимся въ посл']^дней глав'Ь къ 
Н']^сколькимъ дополнительнымъ вопросамъ, болЪе существеннымъ для 
характеристики коллинеарно-изм'Ьняемой системы ^). 



^) Изел^^доваше ускоренШ однородно-изменяемой и въ Частности по- 
добно-изм1^няемой системы, кром']^ цитированной выше статьи В а г г а п де'а, 
можно найти еще въ сл*дующихъ работахъ: Вагтев1;ег (СхуШп^ешеиг, 
1878), МеЬтке (СтНп^етенг, 1883). Ов18епЬе1шег (бсЫбтИсЬв 2е1<:- 
8сЪгШ Г. Ма1Ь. ип(1. РЬуз. В. ХХ1У). П. С ом овъ (Кинематика подобно-изм. 
рист, Дву1ъ йзм^решй). 



ПАВА V. 

А. О линЫхъ ог1баемыхъ въ пвнже! 
изм'Ьняемо! системы. 



78. Пврвс-Ьиающ[я траенторЫ точенъ пов 
щей каной-либо нагЬняеюй сястви'Ь. 

Пусть будетъ 

Р{а„и„а,)=0 

уравнение поверхности, нринадлежащей изн'Ьвнено 
вомъ подохевш. При этонъ коорднватвая систем 
вибудь вообще говоря криволивейвою. Траектор1и 
кихъ точекъ М{а,, а,, Од) в М'(а^-\-Аа,, 
этоН поверхности вообще говоря не пересЬкак 
выбрать нолокш1е точвв М' таиъ, чтобы это пе 
Пусть Еоординаты точки М въ н1&1Еоторый Н) 
форнудани 

?.=/.(«.,%. а« О, 

21 = Л(«1» Ли 'Н, *)• 

Ддн того, чтобы эта точка была точкою пересЁче 
траектор1ею точки М', необходимо, чтобы воор 
отвбтетвенно равны коордиватамъ точки М', но 
другому моменту {-|-А/. Д1ЁНствительно, для од 
I точки М ъ М' будутъ безков;ечно близка м но 
ни будетъ служить такая точка траекторш (М), 
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конечно-близко къ положен1ю точки М' въ н1&который жоментъ Ь -\- А1. 
Итакъ мы им'бемъ услов1я: 

/а(а, + Д«1> «2 + ^«2> «« + Д«3> *.+ Д*) =/2(«1» «2» «з> <)> 
/|(«1 + Д«1, «2 + ^«2> «1+Д«»> < + ^0 = Л(«и %» <^в7 *)? 



который даютъ: 



(313) 






= 0, 



= 0, 



= 0. 



Къ этому нужно еще прибавить услов1е, что точка М' находится на по- 
верхности (311), т. е. что начальный координаты ея удовлетворяютъ 
уравнен1ю 



которое даетъ: 



(314) 



йа^ -\- -^^ Ла^ -|- -т — Ла 



да^ 



да. 



да 



3 



= 0. 



3 



Если исключить изъ четырехъ уравненШ (313) и (314) Ла^, сЬ^, (Ла^, 
то получится условхе, которому должны удовлетворять координаты всЬхъ 
точекъ на поверхности (311), траекторхи которыхъ пересЬкаются съ 
траектор1ями смежныхъ съ ними точекъ. Результатомъ искдючен1я бу- 
детъ уравнен1е: 

дР 



(315) 



дР 


дР 


да, ' 


да^ 


дЛ 


дЛ 


да, ' 


да^ 


д/г 


дЛ 


да^ ' 


да^ 


д/. 


дЛ 



да,' 





дЛ 


дЛ 


да,' 


д1 


дА 


дЛ 


да,' 


д1 


й/з 


дЛ 



да^ да^ 



да 



8 



де 



= 0. 
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Совокупность этого уравнен1я и уравнен1я (311) опред-Ьдяеть ли- 
нш на поверхности (311), траектории точекъ которыхъ перес1^каются 
съ траектор1ями смежныхъ съ ними точекъ той-же поверхности. При- 
сутств1е переменной < въ уравнен1и (315) объясняется сд'Ьдующимъ 
образомъ. Мы отыскивали точки поверхности, траекторш которыхъ 
съ траектор1ями смежныхъ точекъ пересекаются въ моментъ ^\ точки, 
траекторш которыхъ пересекаются съ траекторхями смежныхъ точекъ 
въ другой какой-нибудь моментъ 6\ будутъ на данной поверхности обра- 
зовать другую кривую ЛИН1Ю, и такимъ образомъ каждому моменту бу- 
детъ соответствовать особая лин1я на данной поверхности. 

Чтобы найти геометрическое место самихъ точекъ пересечен1я, со- 
ответствующее моменту *, мы должны исключить а^ , а^, а^ изъ урав- 
ненШ (311), (312) и (315). Резудьтатомъ иеключешя будутъ два 
уравнен1я, связывающ1я переменный ^x^ ^2^ Ъ и ^. Все так1я геомет- 
рическ1я места, соответствующ1я различнымъ моментамъ, образуютъ по- 
верхность, уравнеше которой мы подучимъ, исключивъ ^ изъ двухъ по- 
сдеднихъ уравненШ, т. е., другими словами, исключивъ четыре перемен- 
ныхъ «1, «2, «3 и ^ изъ пяти уравненШ (311), (312) и (315). Эта 
поверхность можетъ быть разсматриваема какъ общее геометрическое 
место точекъ пересечен1я траекторШ, описываемыхъ точками, которыя 
лежатъ на данной поверхности, принадлежащей изменяемой системе. 

79. Огибаемыя поверхности и теорема Вигте$(ег'а, обобщенная 
на ием'Ьняемую систему трехъ изм'ЬренК. 

Указанное выше геометрическое место, какъ можно легко видеть, 

еовпадаетъ съ поверхностью, огибаемою различными положен1ями по- 
верхности (311) при движенш системы. На подобное совпаден1е было 
указано Вигте81;ег'омъ въ примененш къ плоской изменяемой систе- 
ме ^). Тамъ траекторш двухъ смежныхъ точекъ кривой линш, принад- 
лежащей изменяемой системе, всегда пересекаются и поэтому не тре- 
буется никакой оговорки относительно образован1я огибаемой линш. Въ 
приложенш къ изменяемой системе трехъ измеренШ намъ кажется необ- 
ходимымъ более точное выяснен!е того, какъ огибаемая поверхность 
образуется. Чтобы доказать теперь совпаден1е обеихъ огибаемыхъ по- 



^) всЫбтисЬв геивсЬгУН; Й1г МаЛ. и. рЬув. В. XIX. 
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верхностей, зам']^тимъ сьЫ сл']^дующев. Поверхность^ начальное поло- 
жеше которой определяется уравнешемъ (311), будетъ въ моментъ ^ 
т^Ътъ своимъ уравнен1емъ результатъ исключен1я перем'1^нныхъ а^,а^, а^ 
изъ уравнешй (311) и (312); пусть этотъ результатъ исключен1я будетъ 



(316) 



ЩV «2? ?3, ^) = 0. 



Съ другой стороны, т1^ точки этой поверхности, которыя лежатъ ввгЬет^ 
съ тЫъ и на поверхности огибаемой, очевидно обладаютъ т^^мъ свой- 
ствомъ, что перем'Ьщен1я ихъ, зависящ1я отъ движенгя системы, про- 
исходятъ въ плоскостяхъ, касательныхъ къ поверхности (316); т. е. 
эти точки должны удовлетворять условш: 



(317) 



дФ д^^ 



+ 



дФ д^2 , дФ д^ 



+ 



д^^ дЬ ' ^3^2 ^^ д^^ дЬ 



= 0. 



Уравнен1е огибаемой поверхности будетъ результатомъ исключешя I изъ 
этого уравнения и изъ уравнен1я (316) или, что то-же самое, результа- 
томъ исключешя перем'Ьнныхъ а,, а^, а^, ^ изъ уравнешй (312), 
(316) и (317). Но легко показать, что полученное такимъ образомъ 
услов1е тождественно съ услов1емъ (315): если въ функцш (316) вм'Ьсто 
^^, ^^, ^^ подставить ихъ значешя изъ (315), то эта функщя обратит- 
ся очевидно въ функцш Р(а^, а^, а^)\ поэтому 



дФ д/, дФ д/, дФ д/, 

дФ д/, дФ д/, , дФ д/, 






д^■^ да^ д^^ да^ ' д^з да^ 



дР 



^^1 ^^3 ^22 ^^ 



3 



д^2 да.. 



да 



3 



отсюда 



дР 

да^ 






дФ 






дР. д/г 



дР 



да. 



да^ 
да,. 



дЛ д/, 



3 



да 



9 



да 



а 



да 



3 
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дф 

а,. 



Ж. 



V. »г 



да. 


ж, 

да. 


^ 


У, , 


V, 


V, 


15Г' 


да,' 


да. 


ь 


да,' 


да. 



Подставляя эти выраяеи1я въ условие (317), иы найдеиъ, ' 
тится въ уравнеше (315). Такииъ образонъ уравнен1е 
огибаемой движен1е11ъ поверхности, составленной изъ точ' 
ножетъ быть получено исключен1енъ переи^нныхъ а, , Од, л, 
яе уравнен1й, нзъ воторыхъ эти перем*нныя должны быа 
для полу№а!я уравнения поверхности, огибаемое траектор1я 
Въ 611раведливоети сказаннаго можно также уб1Ьдитьея 
ваа вопросъ геоиетрячески. Представииъ ееб1& яространст 
рое слагается нзъ вс1ёхъ положен1й данной поверхности, пр 
иэ1111Няеиой СйСтеиЪ. Для большей наглядности будепъ е11 
поверхность замкнутою. Очевидно, что траекторхи вс*хъ 
поверхности будутъ заключены въ пространств^! V, ъ 
всФ или н1^которая часть икъ будутъ касаться поверхности, 
ющей пространство V. Очевиро также, что точки касанЬ 
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траектор1й будутъ вм'Ьст* съ тЪмъ представлять въ предйл* точки пе- 
ресЬчешя этихъ траектор1й съ траектор1ями смежныхъ точекъ данной 
поверхности; поэтому поверхность, образуемая этими точками касан1я, 
будетъ та самая поверхность, которую мы определяли въ начал* этого §. 

Изъ этого разсмотр^нхн видно вм-Ьст* съ т-Ьмъ, что не вс* точки 
данной поверхности будутъ непременно участвовать въ образоваши вы- 
шеуказанной поверхности. 

Для плоской изменяемой системы эта теорема тоже можетъ быть 
весьма просто пояснена геометрически такимъ-же образомъ, какъ это 
сделано для системы трехъ измерен1Й '). Представимъ себе поверхность 
(для большей ясности опять замкнутую) и проекцш ея на некоторую 
плоскость и заметимъ себе контуръ этой проекцш. На поверхности 
проведемъ две системы кривыхъ лиши, образующихъ на ней сеть; про- 
екщи одной системы этихъ кривыхъ на плоскости проекщй примемъ за 
различный положешя кривой а, принадлежащей плоской изменяемой си- 
стеме, а проекцш другой системы вышеуказанныхъ кривыхъ за траек 
тор1и различныхъ точекъ кривой а. Тогда съ перваго взгляда видно, 
что контуръ проекщй поверхности будетъ служить одновременно оги- 
баемою какъ для различныхъ подожен1й кривой а, такъ и для траекторШ 
точекъ этой кривой. 

80. Огибаемыя поверхности въ обращенномъ движенж. 

Теорема Вигте81;ег'а можетъ служить для того, чтобы вопросы 
объ огибаемыхъ, решенные для изменяемой системы одного рода, пере- 
носить на изменяемый системы другаго рода. Принципъ, на которомъ 
это основано, тотъ самый, который мы согласно съ Вигтев^ег'омъ на- 
зывали (§ 10) обращешемъ движешя (Ргшсхр йег ХТткеЬпш^). 
Разсмотримъ сначала плоскую изменяемую систему. Пусть будутъ 
а, а', а" . . . различный положешя кривой линш(а), принадлежащей пло- 
ской изменяемой системе А, и в, §', «" . . . траектор1и различныхъ то- 
чекъ системы, лежащихъ на кривой (о). Можно себе представить дру- 
гую плоскую систему В, въ которой точки, расположенный въ некото- 
рый моментъ на линш (8), имеютъ своими траектор1ями лиши а, а', а". 
На основанш теоремы Вигте81;ег'а кривая, огибаемая въ движеши си- 



^) На такого рода объяснеше было обращено мое внилан1е проФ. 
Бобылевымъ. 
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стемы А различными иоложеи1ями ли1ии (о), будетъ вмЬстЬ съ т^мъ 
огибаемою, образуемою въ движеи1и системы В различными положен1я- 
ма лиши (8). Точно такъ-же кривая, огибаемая въ движен1и системы А 
траектор1ями (б) различпыхъ точекъ, расположенныхъ на лиши (а), бу- 
детъ вм1ЬсгЬ съ т1Ьмъ огибаемою, образуемою въ движенш системы В 
траектор1ями (а), который описываютъ точки, расположенный на лин1и 
(8), принадлежащей этой систем']^. Это зам'Ьчан1с и даетъ возможность^ 
когда изв'Ьстна въ движенш одной плоской системы 1(ривая, огибаемая 
дишею, принадлежащею этой систем'^, определить лин1Ю, огибаемую въ 
движен1и н1^которой другой плоской системы н'Ькоторою лин1ею, при- 
надлежащею этой посл'Ьдней систем1^. 

Къ идм1^няемой систем')^ трехъ цзм'Ьрен1й этотъ принципъ обраще- 
Ц1Я не можетъ быть приложенъ безъ дальн'Ьйшихъ оговорокъ, потому- 
что для такой системы элементами, образующими одну и ту-же огибае- 
мую поверхность, являются съ одной стороны поверхности, а съ дру- 
гой — ^лин1и. Но мы можемъ разсматривать вопросъ въ сл']&дующемъ 
вид'Ь. Въ § 78 мы разсматривали лежащую на поверхности (311) ли- 
Н1ю (X), траектор1и точекъ которой пересекаются съ траектор1ями 
смежныхъ съ ними точекъ поверхности въ моментъ ^. Эта лишя (X) 
при движенш поверхности (311) описываетъ некоторую поверхность а8; 
подобная-же лин1я (к'), соответствующая моменту (!, безконечно-близко- 
му къ {, описываетъ другую поверхность а8", которая пересекается съ 
поверхностью /8" по некоторой лин1и, въ пределе принадлежащей очевид- 
но огибаемой поверхности. Следующему моменту ^' будетъ соответ- 
ствовать поверхность 8'\ пересекающаяся съ поверхностью а§' по ли- 
нш, принадлежащей въ пределе той-же огибаемой поверхности, и т. д. 
Все эти поверхности а5, а8', )§"'... играютъ теперь такую-же роль, какъ 
траекторш з, з', «" въ движен1и плоской изменяемой системы. Итакъ 
представимъ себе теперь две изменяемыхъ системы трехъ измерен1й. 
Въ первой системе возьмемъ поверхность 2 и на ней лин1и (X), опре- 
деляемый такъ, какъ это выше указано; поверхности /8", образуемый 
движен1емъ этихъ лин1й, будутъ на основаи1и доказанной выше теоремы 
огибать ту-же самую, поверхность, какую огибаютъ различный положе- 
Н1Я поверхности 2. Во второй изменяемой системе проведемъ поверх- 
ность >§; мы можемъ себе представить, что законъ изменяемости второй 
системы таковъ, что эта поверхность при движен1и этой системы совпа- 

25 
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даетъ последовательно съ поверхностями /Ь', 8\ >§", разсмотр-Ьнными въ 
первой систем*, и что н-Ькоторын лин1и [л, [х', |х", начерченныя на по- 
верхности 8, при движенш второй системы онисываютъ поверхности, 
совпадающ1я съ различными положен1ями поверхности X въ движен1и 
первой системы. Тогда мы увидимъ, что поверхность, огибаемая тра- 
ектор1ями точекъ, расположенныхъ на поверхности 2 при движен1и 
первой системы, совпадаетъ съ поверхностью, огибаемою траектор1ями, 
которыя онисываютъ при движен1и второй системы точки, расположен- 
ный на поверхности /9. Такимъ образомъ можно сказать на основании 
обобщенной теоремы Вигте81;ег'а: поверхность, огибаемая при движе- 
нш первой системы различными положен1ями поверхности Е, совпадаетъ 
съ поверхностью, огибаемою при движенш второй системы поверхностью 

/!?, принадлежащею этой систем*. 

81. О самоогибаемыхъ литяхъ. 

Между кривыми лин1ями или поверхностями, которыя огибаются 
лин1ями или поверхностями, принадлежащими изменяемой систем*, осо- 
беннаго вниман1я заслуживаютъ так1я, которыя совпадаютъ съ огибаю- 
щими. Въ этомъ сдуча* эти лин1и или поверхности могутъ быть на- 
званы самоотбаемыми; въ гидрокинематик* имъ дается обыкновенно 
назваше линШ или поверхностей тока ^). 

Очевидно, что самоогибаемыя линги имтьютъ ту особенность, 
что при обращеши однообразнто движенгя системы (см. §10) 
остаются самоогибаемыми. 

Чтобы разсмотр*ть самоогибаемыя въ движен1и коллинеарно-изм*- 
няемой системы, составимъ сначала общ1я уравнешя для опред*лен1я 
этихъ кривыхъ. Выберемъ какую-нибудь точку М системы въ моментъ 
^ и зам*тимъ ея безконечно-малое перем*щен1е а въ течен1е сл*дую- 
щаго за нимъ элемента времени А^. Ёя новое положен1е совпадаетъ 
съ положешемъ, которое им*ла н*которая другая точка системы М' въ 
моментъ ^. Эта точка въ свою очередь въ тотъ-же элементъ времени 
им*ла перем*щен1е о' и заняла н*которое положеше М^\ совпадающее 
съ т*мъ, которое третья точка системы Л/" им*ла въ моментъ ^. Опре- 
д*ляя такимъ образомъ дал*е посл*довательный рядъ точекъ, мы полу- 



*) Терминъ „самоогибаемыя" (ЗеШаШйПсигуеп) данъ повидимому 
Втшпе81бг'омъ. 
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чвмъ лишю, составленную изъ эдементовъ а, а', а", которая им4етъ 
свойство, что она въ течете элемента времени А^ перемещается вдоль 
самой себя; она въ этотъ элементъ времени представляетъ собою и оги- 
бающую, и огибаемую. 

Очевидно, каждой точк* системы будетъ соответствовать въ дан- 
ный моментъ определенная самоогибаемая лшия; если так1я кривыя по- 
строить для точекъ, расположенныхъ на определенной лцн1п, выбранной 
Бъ системе, то оне будутъ образовать собою поверхность, тоже само- 
огибаемую. 

Вообще говоря самоогибаемыя лин1и или поверхности съ течен1емъ 
времени изменяютъ свое положен1е въ пространстве и въ различные мо- 
менты составляются изъ различныхъ точекъ системы; но можетъ слу- 
читься, что оне во все время движен1я остаются безъ изменен1я. Если 
это имеетъ место для всехъ точекъ системы, то движенхе ея можно на- 
звать установившимся; уравнешя самоогибаемыхъ лин1й или поверх- 
ностей не должны въ этомъ случае содержать времени^). 

Чтобы найти общ1й видъ самоогибаемыхъ лин1й въ начальныхъ ко- 
ординатахъ, обратимся къ уравнен1ямъ (312). Положен1е некоторой 
выбранной нами точки (д', , ^^, д^), начальный координаты которой бы- 
ли (а, , «2 , «з), въ моментъ ^-|- ^^ будетъ определяться координатами: 

• 

Пусть будутъ а^ -|- Д«1 , «2 + ^^2 » ^з 4" ^^з начальный координа- 
ты той ТОЧКЕ системы, которая нахорлась въ этомъ положенш въ мо- 
ментъ ^; эти координаты определяются изъ услов1й: 

/1(«1 + Д«1; «2 + Д«2; «3 + А«3, о = Л(^17 «2? «3, « + ^0? 

/2(^1 + Д«1; ^«2 + Д«2; «3 + Д«8? О = ЛК? «2? «3? ^ + ДО; 
/зК + Д«1; «2 + Д«2; «3 + Д«8; О = /з(«1? ^27 «3; * + ^0- 



^) Такое установившееся движете более общаго характера, чемъ 
то, которое обыкновенно разсматривается въ гидродинамике-, тамъ оно 
определяется уедовхемъ, чтобы скорость въ каждой точк* абсолютнаго 
пространства сохраняла свою величину и направлензе. Между темъ са- 
моогибаемыя лиши могут!» и тогда сохранять свое положеше и состав- 
ляться изъ однехъ и т-Ьхъ-же точекъ системы, когда скорость въ каждой 
точке пространства меняется. 
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Отсюда, сохраняя безконечно-малыя величины перваго порядка, полу- 
чимъ: ^ 



(318) 






да^ 



^Л л„ I ^Л аа^ _1_ 4У1.йа 



да 



йа1 -(- 






да. 



да, ^ ' да. 



<^«1 + л^<^«а + 



дсго 



3 



Лао = 



Ф1 



Й«, 



= -^Й*, 






Ли 



Эти уравнен1я опред'Ьляютъ прпращен1я координатъ первой точки, кото- 
рыя нужно имъ дать, чтобы получить другую точку самоогибаемой. 
Отсюда сл'|[>дуетъ, что мы получимъ совокупность вс11хъ точекъ самоогп- 
баемой линш, если проинтегрируемь между переменными а^ , <^2 , «з 
уравнен1я, который получимъ, исключивъ й1 изъ уравненШ (318^ 
и считая въ нихъ I постояннымъ; эти уравнен1я будутъ сл-Ьдующаго 
вида: 



(319) 



07 






йа. 



если положить: 



а, = 



^Л д/, д/, 



дЬ 



дЬ 



да^ 
да„ 



да^ 






^/з 4/з <^/з 



да^ 



а = 



4/"! . дЛ . ^/| 



да, 



дЬ 
дЬ 
дЬ 
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^/. ^, д/, 



си = 






да а 



-} 



д1 
д1 
дь 



Пусть будутъ 






(320) 



интегралы уравнен1Й (319). Произвольныя постоянныя въ нихъ (71 и 
С^ определятся, когда будетъ дана одна точка, черезъ которую само- 
огибаемая лин1я должна проходить. Для этихъ произвольныхъ посто- 
1нныхъ получаются при этомъ одни и т-Ё-же значен1я для ц^лаго безко- 
нечнаго ряда точекъ, потому-что этихъ постоянныхъ деть, а задавае- 
мыхъ координатъ три; но легко вид*ть, что только тогда постоянныя 
С, и С^ получаютъ одн* и т*-же значешя, когда мы беремъ для ихъ 
опред'Ьлен1я точки, лежащ1я на одной и той-же самоогибаемой. Пусть 
будутъ а, о, а^д, а^^ координаты точки, черезъ которую еамоогибаемая 
должна проходить, и сл']&довательно 



Ф1(о^1о> «20? «зо; О = С'х > 



(321) 



уравнен1я для опред*лен1я С^ и С^. Ийкдючая (7, и С, изъ уравне- 
нШ (320) и (321), мы получимъ уравнешя самоогибаемой лиши, про- 
ходящей черезъ данную точку. 

Чтобы получить самоогибаемую поверхность, нужно задать въ си- 
стем* линш, черезъ которую эта поверхность должна проходить; пусть 
будутъ 



ф1(«10? «20? «Зо) = о, 
Ф2(«10? «20? «Зо) = о 



(322) 



уравнен1я этой лин1и. Для самоогибаемыхъ липШ^ проходящихъ черезъ 
эту кривую, между 6^1 и С^ должна существовать определенная зави- 
симость, изменяющаяся притомъ съ течен1емъ времени; мы ее найдемъ, 
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если изъ четырехъ уравненШ (321) и (322) исключимъ а,^,, а^о^ ^во- 
Исключая же изъ 6 уравненШ (320), (321) и (322) пять величинъ 

^1 о » ^3 о » ^3 о > ^1 » ^2 » *** получимъ уравнен1е самоогибаемой поверх- 
ности. 

Если движен1е установившееся, то функц1и (320) не должны со- 
держать (;. Функц1и ^, , ^^ , ^з при этомъ могутъ содержать ^, но 
такимъ образомъ, чтобы ^ не входило въ уравнен1я (319), т. е. чтобы 
отношешя между функщями ^^, ^^, ^^ не зависЬли отъ времени. 
Легко вид-Ьть, что это усдов1е не только достаточное, но и необходимое. 
Въ этомъ можно уб']^диться, зам'Ьтивъ, что предположеше противнаго 
привело-бы къ дифференц1альнымъ уравнен1ямъ, вообще говоря, проти- 
вор-Ьчащимъ систем* (319). Р*шен1я уравненШ (319) удовлетворя- 
ютъ, какъ изв']^стно, уравнен1ямъ съ частными производными: 

Сз = 0. 

Предположимъ, что ^1 , ^^, ^^ содержатъ ^, а Ф^ и Ф^ этой пере- 
м'Ьнной не содержатъ; тогда эти дв* посл'1^днихъ функц1н должны также 
удовлетворять уравненШмъ 

ЭФ^дО|_ , ^_да2 , _^ ^ О 

и должны быть сл*довательно р-Ьшенхями совокупныхъ уравнен1й та- 
кихъ: 

дЬ (Л дЬ 

причемъ можно было-бы вместо первыхъ производныхъ отъ 0| , 0^ и 
Оз поставить производный какого-либо другаго порядка. Очевидно, 
что так1я уравнен1я будутъ вообще говоря противор-Ьчить уравнеюямъ 



да^ 


^1-Г 


да^ 


^-г 


да^ 




а^ + 




02 + 


дФ^ 



— 199 — 

(319), если -^у -^у -^ не пропорцюнальны самимъ функщямъ 
^^, Оа , Сз • Итакъ ЭТИ функц1и ДОЛЖНЫ удовлетворять услов1ямъ: 

а, а^ 0^ ^^ Оз ^ 



Отсюда получаемъ: 



^2 = Ог-ЛС^!? «2> «з)? 

Оз = 01 -/зК) «2? ^з)? 



гд^/а *^Л Дь* произвольный функ1ци отъ координатъ. Итакъ мы мо- 
жемъ сказать: для того, чтобы движете системы было установив- 
шееся (въ томъ смысл*]^, какъ это было выше указано), необходимо и 
достаточно, чтобы отношетя между фунщгями ^,, ^2 , ^^ не 
завиаьли отъ времени. 

82. Самоогибаеиыя лин1И въ коллинеарно-измЪняемой системе. 

Посмотримъ теперь, какой видъ примутъ уравнешя (319) для 
коллинеарно-изм'Ёняемой системы. Полагая для сокращешя 

Л,а + Б,Ь+С,с + А = 5; 

А^а + Вф + СаС-!- А = Ч ? 
^а + АЬ + С'зС + А = С, 

аа 4" Р^ Ч" Т^ Ч~ 1 = ^ ? 

и принимая во внимаше формулы (4), (6), (7), (8), (9), (10) и (И), 
получимъ: 

'Ж\дЬ~д^ ~ ~д^~дь) — 8^ ^^ дь ^ дь) \Г^ V' 

^жкж^д^ "" ~д^'ж) - ^к ы "^ ы)\:^ ^)' 

дь \дЬ дс дс дЬ )~ Ь-\ дЬ ^ де /V ' /* 
Складывая эти выражен1я, найдемъ: 
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«. = к[(^.| + ^'.^ + «.§) - <4 + ^^ + 4)] 

На 0Г/Н0ван1и перваго изъ уравнея1Й (4) 

(Хж + !*у + ^2)а — (-Б^ж + 1\у + (?,2) = Я» — а; 



поэтому, полагая 



О 



( 



'м^ ^»^ 'м^ 'ы) V л^7* * */ 



Д# + 1^,$+в,# + яД^ 



()^ 



^1 



дЬ 



^'дё^^^^'дО 






2? 



()С 



(^з^+^з^ + <?з^^ 






= г. 



3? 



МОЖНО написать 



а = —Р 



О. = 



8* 



Оз — "^г^з; 

а уравненГя (319) можно заменить сл'Ьдующими: 



<2а| (2а2 ^^з 



или такими: 



с1а 



(323) = 



аь 

с{аа -|- тЬ -{- шс) -{- ^^а -[- ЛГзЬ -[" -^з^ "Н ^з ' 
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веди означить производныя коэффищентовъ по времени значкомъ ( ' ) и 
положить: 

— ОЛ^' + !^^,' + VЛ' + «') = «, 

_ (ХВ/ + 1.В,' + VБ,' + Р') = т , (324) 

- {Щ' + ^С\' + уС',' + т') = «», . 

^^^л/ + 1'\л,' + (?»Лз' -(ху/ + ^в,' + V^з') = л , 

■Б1С1' + ЛСа' + О.Сз' = 2., , (325) 

^а5/ + ^'.В,' + (;,Вз' - (>^^^1' + (*А' + V^>з'} = -й^, , 

^» Сг + 2^2 СзЧ- (?2<^'з' = 4 , (326) 

.^з5/ + 2^зВ2'+б^зВз' = ^8, (327) 

^зС|' + ^з^а' + (?зСз' - (ХА' + Нь1>,' + уАО = ^ь , 
^3 А' + Рг^^ + С?з А' + Яз = Жз . 

Уравнешя (323) могли-бы быть получены непосредственно, если 
опред'Ьлять, какъ это д'^лается обыкновенно въ гидрокинематик^, линш 
тока по услов1ямъ: 

'^х ~ ^у ~ ч;^ 

и принять во внимаше формулы (172) для скоростей коллинеарно-изм'Ё- 
няемой системы. Выводъ уравненШ (323), сд']^ланный нами теперь, 
им*етъ то преимущество, что связываетъ понят1е о лишяхъ тока непо- 
средственно съ понят1емъ объ огибающихъ и огибаемыхъ. 

Способъ для интегрировашя уравнешй такого вида, какъ уравнешя 
(323), былъ указанъ впервые Неззе^). Приложимъ его къ нашимъ 



^) Ве Ше^айопе едиайошв йайегепйаПв и т. д. ^. СгеПе, т. 26, 
стр. 171. 

26 
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уравнен1ямъ. Введемъ новую добавочную переменную 5 и для ея онре- 
д*лен1я новое уравнен1е: 



а перемЬнныя а, Ъ, с зам']&нимъ новыми, удовлетворяющими услов1ямъ: 

а' У с' 

(328) а = -, Ь = -, с = ~. 

о в о 

Это дастъ следующую систему уравнен1й: 

%Ла} — а'йв 

а\па! + т6' + «*<5') + в(-^1«' + К^' + /^1с' + Л/^«) 

^(^Ь' — Ь^б^^ 

— б'(аа' + т^Ь' + шс') + 8( 72а' + Кф' + V + ^2«) 
(329) 

"" ~ аа' + "^6' + «>с' ' 

которая въ свою очередь можетъ быть зам'Ьнена сл'Ьдующею: 

' Ла! аЬ' 



З^а^ + К^У + Ь^с! 4- М^я ^.^а' + ^:2^' + V + ^2« 

йс' Лз 

~ З^а! + К^Ь' 4- /-зс' + ^^/з* ~ — (оа' + тЬ' + «>с') * 

Вводя еще вспомогательную перем'Ьнную и, связанную съ предыдущими 
уравнен1ями услов1емъ: 

Лз Ли 



— (ра! + тЬ' + ««с') и ^ 

мы можемъ, поступая по изв'Ёстному пр1ему, написать: 



(330) 



~и ~ к{1а' 4- т6' + пс' -)- «) ' 
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причемъ для опред']^ешя произвольныхъ множителей 2, т, п будемъ 
имЪть уравнешя: 



Ьу1 -^ Ь^т -\- Ь^п — со = Ъьу 

а для опред1^ен1я X уравнен1е четвертой степени: 



(331) 



^,-\, 


«/2, и^, 





Кг, 


К^ \, К^у 


— т 


А, 


•^2} -^3 ~ ^> 


— со 


Мг, 


^« ^, 


X 



= 0. 



(332) 



Найдя корни этого уравнен1я, Х1 , Х^, Хд, Х^, мы получимъ четы- 
ре системы значешй для множителей /, ш, п: (^^ , ш^ , щ), (1^, ш^ , п^), 
(/з, Шз, щ)у{1^, ш^, п^), и сообразно съ этимъ четыре системы диф- 
ференц1альныхъ уравнешй (330). Интегрируя каждое изъ нихъ, найдемъ: 

1 
1 






Исключая и и сохраняя три произвольныхъ постоянныхъ интегрирова- 
шя, нолучимъ: 



<^1('1^' + ^|Ь' -|- ^1<^' -|~ *) ' = ^2(^2^^' 4~ ""^2^^' "Ь %^' Ч~ *) 



1 

Г. 



1 (333) 
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Подожинъ для совращен1я 



тогда уравнен1я (333) прииутъ сд'бдующШ видъ: 

1111 

Исключая отсюда вспомогательную перепаянную 8 и зам^Яняя отношенхя 

Л1Л4 Ла^^. ^1^4 

С, *~ ', Сз *"', къ Сз НОВЫМИ произвольными постоянными 

с и Су получимъ интергалы уравнен1й (323) въ окончательномъ 
вид'Ь: 

(334) 

^4 



(гза+т8Ь+п,с+1)^-^' 



X. • 



Черезъ каждую точку пространства проходитъ самоогибаемая кривая; 
задавъ точку (а^, К) %) и опред'Ьливъ по ея координатамъ значешя 
произвольныхъ постоянныхъ С и С\ мы можемъ уравнен1я соотв1Ьт- 
ственной самоогибаемой представить въ сл1Ядующемъ симметричномъ 
вид^: 

X. X. 



^ 31 3[: 

(335) 

X. Х4 



X. • _Х2_^ 
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— -^ • ХГ (335) 

Эти уравнешя могутъ служить для того, чтобы определить самоогиба- 
емую поверхность, проходящую черезъ заданную кривую 

ЛК К со) = 0, 

ЛКу к <^о) = 0. 

Между безчисленнымъ множествомъ самоогибаемыхъ поверхностей 
существуютъ поверхности линейчатыя; он'Ь получаются, если уравнешя 
(336) опред^ляють прямую линш. Это станетъ яснымъ, если обра- 
титься къ происхожденш саноогибаемой поверхности. Точки прямой 
(336) получаютъ безконечно-малыя перем1^щен1я по поверхности (335), 
продолжая при этомъ, по свойству коллинеарно-изм'Ьняемой системы, 
образовать собою прямую «лин1ю. Поэтому точки, положен1я которыхъ 
он^Ь при этомъ займутъ и который также перем']&щаются по поверхности 
(335), образуютъ собою прямую лишю и въ новомъ положеши и т. д. 
Такимъ образомъ вся поверхность (335) составится изъ прямыхъ лиши. 

88. Самоогибаемыя въ однообразноиъ движенм ноллинеарно-из- 
игЬняемой системы. 

Для однообразнаго движен1я коллинеарно-изм^няемой системы урав- 
нен1я самоогибаемыхъ кривыхъ можно представить въ бол'Ье простомъ 
бид']^ и параметры ихъ поставить непосредственно въ зависимость отъ 
координатъ основной точки и положен1я неподвижныхъ точекъ системы. 
Обращаясь для этого къ формуламъ (62) и вводя входящ1е туда коэф- 
фиц1енты въ вычислен1е при опред']^ленш коэффицхентовъ уравненШ (4), 
получимъ по формуламъ (6), (7), (8), (9), (10) и (11): 

^1 = од- » ^1 = 0, о^— о, я^ = о, 

^3=0, Г,=0, 6^3=-^, Яз = 0; 



— 206 — 

а на оенованш этого по формудамъ (324): 

,„„„, 1 Х'й — Хй' 1 У'й—Уй' 1 Е'й—га' 

(Л*7)о = -- щ , т = --— ^^^— ,0. = --— ^^— ; 

причемъ X' У 2' , ^' означаютъ производный по I функщй X, У, Д ^. 
Дад'Ьв, ддя составден1а уравненШ (331) и (332) находанъ по фор- 
муламъ (325), (326) и (327): 

1^ = в,о, К^ = О, ^1 = О, Л/, = О, 

/2 = 0, К^= — в^т, Ь^ = 0, м^ = о, 

7, =0, ЛГз = О, ^3 = — *з "»> -^3 = 0. 

Всд1^дств1е этого ураввеше (332) принимаетъ сл'ЁдующШ простой видь: 

(X + 9^ч) (X + н^) (X. -I- «,ш) А. = 0. 

Четыре корня этого уравнен1я поэтому будутъ: 

Х^ = — «10; ^2 = — в^х, Хз = — «8^^»? ^4 = 0; 

а для коэффиц1ентовъ уравяешй (331) получатся сл'Ьдующ1я четыре сис- 
темы р'ЬшенШ : 

, ТО) 

^ = оо , т, = , Пх = , 



Шо = ОО, По 



. си 



«2*^ *1^ ^2*^ ^З"* 

I = , тпз = , Пз = оо , 

I =_1, ш =-1 п =-1 

Вместо того, чтобы подставлять эти величины въ обпця формулы 
(334) и находить ихъ истинный значешя при /^ , т,, п^ равныхъ без- 
конечности, можно въ данномъ случае поступить проще. Уравнен1я (329) 
принимаютъ теперь слФдующШ видъ : 

Ла' дЪ* М Лв 

(338) 



о^^а' хвф* а}8^б' аа^ -\-хЪ^ -\-- шс' 



в, в^ в^ ад 

на' т6' шс' оо' + тЬ' -(- шс' 

Складывая числителей о знаменателей первыхъ трехъ отнош* 
написать: ■ 



« = - а' + - ЬЧ- - с' + С. 
»! "г *з 

Вводя сюда а, Ь, с, подучнмъ : 



Съ другой стороны первый три отношен1я (338) даютъ: 
2, ^- А. ' 

или, на основавш зависнноетей (328) и (339): 



^1 



(7ГУ±ТГ7)"°-ЧГ 



Я, Я^ Яд 

гд^Ь с, и с, произвольны» постоянный. Бводя наконецъ I 
основной точки, можно написать: 



с, ( -^ ^'""'= с. (- 



ь__ ^ 
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(341) • - ( а _ Ь _ с ) 



в| «2 *г 



Отсюда можно быдо-бы вывести свойства н'Ькоторыхъ самоогиба- 
емыхъ поверхностей, указанныя Вигтев^ег'омъ ^). 

84. Услов1е, чтобы однообразное движен1е коллинеарно-изя^ня- 
емой системы было установившееся. 

Уравнен1Я (341) показываютъ, что вообще говоря орообразное 

движете не будетъ установившимся, такъ какъ съ течешемъ времени 

видъ и положеше самоогибаемыхъ^ кривыхъ, какъ и въ общемъ сдуча'Ь, 

меняются. Для того, чтобы это движен1е было установившимся, нужно, 

чтобы движен1е основной точки (X, У, 2) удовлетворяло н-Ькоторымъ 

требовашямъ, который мы теперь и найдемъ. Услов1е, чтобы самоогиба- 

емыя были неизм'Ённы, состоитъ, какъ мы вид1^ли въ § 81, въ томъ, 

чтобы отношешя между функц1ями 0^, О^, бз ^"ь уравнен1яхъ*(319) 

не зависЁли отъ ^. Теперь 

0^:=:Ь ((за -\- хЬ -{- тс) — з^хЬ^ 
Оз = с (аа -|- тЬ -[- шс) — .в^шс, 

и услов1е это можетъ быть выполнено только въ томъ случа*, если от- 
ношен1я между величинами о, х, со не будутъ зависать отъ ^. Прини- 
мая во внимаше формулы (337), можно эти условия выразить сл*дую- 
щимъ образомъ: 

ГО— ГО' _, Х'й — Хй' 
у —^^ X ' 

2 - ^^^ X ' 

гд1^ к^ и к^ произвольныя величины, не зависящ1я отъ ^. Написавъ эти 
уравнешя въ сл'Ёдующемъ вид*: 



*) ,8сЫот11с118 ^ехЫоЫй Гиг МаШ. п. РЬув. В. 23. 
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ж, янтегрнруя, подучнмъ: 



= ^' (о) ' а = ^* ( о) 



а 



гд^^ (7, и С7, суть постоянный интегрнрован1я, который могутъ быть 
определены по начальному положешю основной точки. Подставляя вы- 
ражеше для ^ по формуле (^1) и зам^^яя для симнетрнчности к^■шк^ 



п, п, 

черезъ — и—, можемъ написать: 



«2 «8 

X ^^^ Г «. 

*1 *2 *3 *1 *1 *3 



(5 + Г,?_1) ■ 



Н Н 

в| *2 *3 

Тавимъ образомъ для того, чтобы однообразное движете коллине- 
арно-тмпняемой системы было установившимся, нужно, чтобы 
траекторгя основной точки была такого-же вида, каковы самооги- 
баемыя кривыя въ общемъ случал движенья коллйнеарно-измтьняе- 
мой системы. Это заключенге можетъ быть очевидно приложено и въ 
частнымъ видамъ коллинеарно-изм^няемой системы. 

Переходя къ бол'Ье близкому разбору еамоогибаемыхъ въ движенш 
воллинеарно-изм'Ёняемой системы, мы будемъ им'Ьть въ виду исключи- 
тельно общШ случай ея движен1я, т. е. когда это движвн1е заключаетъ 
въ себ4 и раздвигаше ^). 



^) Для плоской однородно -изм^нвемой системы оамоогибаеиыя 
(лин1И токовъ) были разобраны Жуковскимъ (Кинем, жидкаго тЪла, Ма- 
тем. Сборн. Моск. Мат. Общ. 1873)^ для подобно-изи1^нямой системы МШ- 
1ег'омъ (ВсЫдш. ^еИвсЬг. ^. МаШ. и. РЬув. 1877). Для однородно«и8м1Ьня- 

. 27 
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85. Самоогибаемые конусы. 

Мы воспользуемся найденными формулами для опред1&дешя кону- 
совъ, содержащихъ въ себ& всЬ векторы, которые въ данный влементъ 
времени перем'Ьщаются по этимъ -конусамъ. Эти конусы суть очевидно 
еамоогибаемыя новерхновти. Свойства ихъ могутъ служить для харак- 
теристики движен1я коллинеарно-изм^^няемой системы ^). Въ нриложе- 
нш къ коллинеарно-изм'Ёняемой систем'Ь разсматриванхе конусовъ девха- 
цш съ удобствомъ можетъ быть сведено къ изучешю самоогибаемыхъ крн- 
выхъ плоской коллинеарно-изм'Ьняемой системы. Въ случа'Ь существовав 
Н1я ^етырехъ основныхъ плоскостей (см. § 52) будемъ определять ко- 
нусы дев1ацш, им1&ющ1е своею вершиною одну изъ вершинъ тетраэдра, 
образуемаго основными плоскостями. Для этого можемъ найти еамооги- 
баемыя кривыя на грани тетраэдра, противуположной этой верпшн^; по- 
лученный кривыя будутъ сл']&дами конусовъ девхацш, и по нимъ можно 
судить о самыхъ конусахъ. Точно такъ-же въ случа'Ё существовашя 
двухъ основныхъ плоскостей можно опред'Ьлить конусы девхацш, им'Ью- 
Щ1е своею вершиною неподвижную точку на одной изъ основныхъ пло- 
скосте1й, разсматривая еамоогибаемыя лиши на другой основной пло- 
скости. 

86. еамоогибаемыя линш на грани основнаго тетраэдра. 

Въ случа* существован1я четырехъ основныхъ илоскостей состоя- 
Н1е движешя точекъ на грани тетраэдра, этими плоскостями образуема- 
го, можно въ течеше безконечно-малаго элемента времени считать одно- 
образнымд, такъ, какъ три точки остаются въ течен1е этого времени не- 
подвижными. Поэтому, предполагая, что начало координатъ взято въ 
одной изъ этихъ точекъ, а оси проходятъ черезъ дв* друг1я неподвиж- 
ный точки, можемъ прямо по формуламъ (340) написать уравненхя са- 
моогибаемыхъ вривыхъ: 



емой системы трехъ изм^&ретй и для коллинеарно-изм^Ьняемой системы 
двухъ изм^^решй н^^которыя зам^^чан1я объ втомъ можно найти у Вигше- 
81ег'а (8сЫ5т. Т^еИв.^.ЖлИх. п. РЬув. В. 23). Для твердаго т1^ла еамоогибае- 
мыя суть винтовыя лиши, и винтовое движен1е твердаго т^^ла есть един- 
ственное установившееся. 

^) ЖуковскШ называетъ ихъ конусами дев1ацш и лзучаетъ ижъ въ 
приложеши къ однородно- изменяемой систем1( (Кинем, жиде, тбла, Ма- 
тем. Сборн. Моск. Мат. Общ. 1873). 
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гдЪ С прок^ольнаа постоянная, 5, н 5, длины сторонъ 
сходящихся въ начале координата, а по форнуламъ (61) 

" «.+ Г ^ Рв2 Н- 1 ■ 
Тавъ вавъ а и ^ никакими услов1я|[и не ограничены 
~ и — - могутъ нмйть всявш значенш; оэначимъ нхъ } 
черезъ^>, ар^. 

Чтобы составить себ% понат1е о вид11 врквыхъ (342] 
доженш относительно сторонъ треугодьЕика, обрадуемаго 
центрами, разсмотринъ, вахъ изменяется яанравдеше я! 
различныхъ точнахъ прямыхъ, проходящихъ черезъ начак 
съ изн11нешенъ нанравленк этихъ прямыхъ. Для этого оп 

уравнен1я (342^ -щр- Это уравнен1е можно такъ представ 
полохнвъ 

& 









«, «, 


— Л. 










. П01уЧ1ИЪ : 






(^ 




4-^ 


.й)^+(а. 


^^- 


« 


гй 


оиуда 














<16 


г! 


-л 


аЬ + р,ЬВ 




а — 


.1 


А." 


р. 


оЯ- 


''• "*■ а6 


>. 



Свойство скоростей, указанное въ § 56 отноеителыс 
рости воторыхъ параллельны одной изъ сторонъ треуголь 
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ваннаго оеями екоростей, можетъ служить при .И8учен]и распред^дешя 
самоогибаеныхъ линШ. Формула (343) показываетъ, что точки, скоро- 
сти которыхъ параллельны оси (х), лежатъ на прямой 



(344) 



Ь = «2 — 



Р2^2 
РЛ 



«; 



а на основаши показаннаго въ § 56 точки, скорости которыхъ парал- 
лельны двумъ другимъ стороиамъ треугольника, лежатъ на прямыхъ, 
параллельныхъ прямой (344). Каждая изъ трехъ прямыхъ проходить 
соответственно черезъ вершину треугольника, противуположную той 
стороне, которой скорости параллельны. Одна изъ трехъ' прямыхъ бу- 
детъ поэтому перескакать самый треугольникъ и сообразно съ этимъ мы 
получаемъ три различныхъ случая относительно расположен1я самооги- 
баемыхъ линШ. 

1) Рг — р^ ^ ^»Р1 ^Р% однбго знака; въ этомъ случа*, 



1>Л 



в. 




следовательно прямая, прохорщая черезъ точку А, перес*каетъ треу- 
гольникъ. 
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а 

2) р^ — Рг "С ^> Р\ И р^ орого знака; теперь 

поэтому прямая, прохорщая черезъ точку В, пересЬкаетъ треугодьникъ. 

3) 2>1 ^р% противуподожныхъ знаковъ; угловой коэффищентъ 
прямой (344) 



1>1«1 



0; 



сд'Ьдоватедьно прямая, проходящая черезъ начало координатъ, пересЬ- 
каетъ треугольникъ. 

Впрочемъ для выяенешя характера самоогибаемыхъ линШ доста- 
точно разобрать одинъ изъ этихъ случаевъ. Мы будемъ дал^е предпола- 
гать, что 

Р1—Рг> 0; 1>1 > О, ^?2 > 0. (345) 

Пусть будетъ 

Ъ = ка, (346) 

ора изъ прямыхъ, проходящихъ черезъ начало координатъ. .Направле- 
н1я самоогибаемыхъ линШ въ точкахъ, въ которыхъ он( пересЬкаютъ 
прямую (346), опред'Ьляются формулою 



^-(^+-?')" 



Давая зд^сь к различный значенщ и каждый разъ изм&1яя а отъ — ^ до 
+ «5, можемъ вид4ть, что выражеше (347); 



ла 



/(а)= к^ 

1?2 — а« 

гд* . 

при данномъ значенш к или постоянно возрастаетъ, или постоянно убы- 
ваетЪ; ибо произворая 



. I 
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/' (а) = Л . а . 



Рх—Ръ 

(2?2 — аа) ^ 



ПО уеловш (345) знака не хФняетъ. Такимъ обравомъ ф7нк)]11я / (а) 
будетъ возрастающею ил при 



А<0, а<0, 



т. е. когда 



— оо <г А <: — 



Р%4 

Рх^х 



или при 



А>0, а>0, 



Т. е. вообще при всякомъ подожитедьномъ А;, и убывающею при 



Л < О, а > О, 



т. е. когда 



0> к > — 



2Л 

РХ^1 



Итакъ для характеристики самоогибаеныхъ линШ можно составить сл1Ь 
дующ1Я три таблицы: 



1'й случай: — сю < Л < — 



Рх^г' 



а 

• 


Ла 


— оо 


к 


оть — оо до ^ 

а 


оть кдоО 


а а 


отъ до -|- о9 


отъ ^ до 
а 


отъ — с» до Л ^ 

Рг 


отъ до-^ оо 


отъ А ^ до к; 
Р^ 



ЛЬ 

•^ постоянно возрастаетъ. 
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2-й случай: . — 



ЦЛ 

1»1«1 



О, 



а 



оо 



отъ — оо ^ О 



оть О до^ 
а 

отъ ^до — 
а а 

отъ — до -\- оо 
а ' 



Й6 



отъ к до к — 
отъ к — до — 

Р1 

отъ -\- оо до О 



отъ О до к; 



оо 



аь 



■^ постоянно убываетъ. 
3-й случай: А: > 0. 



а 

• 


аь 

с1а 


— оо 


к 


отъ — оо до 


оть к до к ^ 


отъ до ^ 
а 


отъ к — до А- оо 
Рг 


отъ Р^ до Р' 


отъ — оо до 



а 



Рх 



отъ ^-^ до 4- оо 
а ' 



отъ О до Л/ 



8Ъ 

■^ ПОСТОЯННО возрастаетъ. 

Принимая во вниманхе: 1) эти результаты, 2) то, что было сказа- 
но въ § 55 относительно рижен1я на ребрахъ тетраэдра, 3) то обсто- 
ятельство, что проекцш скоростей суть непрерывный функцш коорди- 
натъ, 4) то, что нигд'Ь не можетъ быть точекъ иерегиба, если исклю- 
чить самый оси скоростей, какъ это можно вид'Ьть, составивъ выражен1е 

для -^ 1 и наконецъ 5), что всЪ кривыя касаются оси х въ начал'Ь ко- 
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ордннатъ, ~=- мы можемъ наглядно представить себ'Ь расподожеше са- 
моогибаемыхъ линШ. На чертеже онЬ изображены въ предположеши, что 

2)1 = 2, 1)2 = 1, «1 = 2, «2 = 3. 






А\^ 



^^^3 









•х\^ 



•V. 






^^ 



х;? 



\ \ 



1\\ / 



с 

/ 



«-Ф 






/ 
I 



/ 



^-*^^' 



-в/« 



ч. 



1<: 



~А1 



_д1)(1 ГГ^"^'21:г^2^ 



^^-^.^Х^.-*!.!, 



/ **^^^х 



\Ь' щ 



6^\« 



->•"• 



-0.Л. 



/ 



/ \ 



-1/ 



■3?! -иА 



I I 



\ N "Ч ^^ Л \^. 



Въ этомъ случа* он* представляются коническими сЬчешями и притомъ 
эллипсами, если въ ур'111внеши (342) 



^ ^ А> 



параболой при 
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С— 3 



н гиперболами при 



С< ' 



Эти кривыя касаются нетолько оси (о;) въ начале координатъ, но каса- 
ются еще прямой 

ВЪ точк*]^ ея перес(чен1я съ осью (у). 

Прямая (344) имФетъ зд^еь угловой ко»ффиц1ентъ 

Три так1я параллельныя между собою прямыя обозначены на чертеж^Ь 
точками и чертами. 

87. Самоогибаемыя яинм основныхъ плоскостей въ случае, ко- 
гда двЪ изъ этихъ плоскостей мнимыя. 

Въ случа'Ь существован1я только рухъ д']^йствительн11хъ основ- 
ныхъ плоскостей въ каждой изъ нихъ им'Ьется, какъ мы вид'Ьли въ 
§§58 — 60, основная прямая — пересечете основныхъ плоскостей. 
Принимая одинъ изъ центровъ скоростей за вершину конусовъ дев1ац1й 
и разсматривая самоогибаемыя кривыя въ другой основной плоскости, 
мы получимъ понят1е объ этихъ конусахъ девхацШ. 

Дифференц1альное уравнеше самоогибаемыхъ кривыхъ можно напи- 
сать въ сл'Ьдующемъ вид1^, если начало координатъ перенести въ центръ 
скоростей: 

^ "^ (^А^^ 

а(Ра+йЬ) + Х^а + ^хЬ"" Ь (Ра + ОЬ) + ^2» + ^2^* 

Если принять во внимаше, что теперь въ основной плоскости существу- 
етъ только одна ось скоростей (§ 59), а уравнеше (220), служащее 
для отыскашя осей скоростей въ плоской коллинеарно-изм^Ьняемой си- 
стем'Ь, им-Ьотъ теперь видъ: 



Ц 4" ^1> ^2} Р 

о, о, X 



= 



28 



■ 
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н должно ш^^ть два кннныхъ корня, то мы видимъ, что воэффищенты 
уравнен1я (348) должны быть связаны уедов1емъ: 

(349) (Х| — М^,)^ + Ш^ Т^а < 0. 

Это усдов1е намъ придется принять во внинаше. 

Въ настоящемъ сдуча1&, вм'Ьсто прим'Ьненхя въ уравнешю (348) 
общихъ формудъ (334), можно его проинтегрировать, привер его къ 
линейному дифференцхальному уравненш. Это можетъ быть сделано 
по известному прхему сл'Ьдующимъ образомъ. Уравнеше (348) можно 
написать въ такомъ вид'Ь: 

{аМ — ЬОа) {Ра + ОЬ) + {Ь^а + М^Ъ)дЬ — {Ь^а + Мф)аа = 0. 

Ввёр новую переменную и по условш 

(350) Ъ = ащ 



имеемъ 



1 йа . 1>| Ц- М{1ь 1 



и(4+^^^11*)-(^2+л^,и)• 



Это уравнеше делается линейнымъ подстановкою 



(351) - = «, 

а 



а именно 



Лг Ьу >-[- М^и 

Ли и(Ь^ + Л^!!^) — (1г2 + М^и) ' 

^ Р+0,и 

и{Ь1 + М^и) — {Ь^ + М^и) * 



Полагая 



2^1 -|- М^и 



М^и^ + {Ь^ — М^уи — Ц 

р-^аи 

М^и^ 4- (Х^ — М^)и — 4 



= V 



^у, 



1 



буцемъ имЪть 

. = /"• (/.--^"-гаи + с). 

Тахъ каиъ но уаовио (349) корни уравнения 

ЛГ.ы* + (Ь^ — Щ)и — I, = о 
нниные, то, поюжнвъ ' 

наИденъ 

/га» = ^гу[(а - а)> + р*] + ^^^^ ^^ агс(;7 - 

н стмо-быть 



X 






Для дадьн^Ёйшаго ннтегрнрован1я положвнъ 

и — а 
-1- = 49, 






тиъ что булеиъ шЪть: 



^ (/•-'' [СЧ- С!«)~.т + ар.™»].! 



- ^и,рс«.у 
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А:(Р+0«) + 0,9 , Р-{.(а-к^)а С в»? 

Итакъ Д1Я 2 находшгь выражение сд^^дующаго вида: 

(353) г = Л + БЛ7? + Сз^, 

ееа для краткости подохить 

Уравнеше (353) показываетъ, что въ случае мвимоети двухъ 
основныхъ плоскостей самоогибаемыя будутъ лин1дии, им'Ьющими харак- 
теръ спиралей. Чтобы видъ этихъ кривыхъ изсл'Ёдовать, введемъ въ 
разсмотр'Ьн1е полярный координаты, избравъ полюсоиъ центръ скоростей, 
т. е. положивъ 

а =^ р С08 Ь, 

Ь =г р 81П е. 

Перем'Ьнныя ср и 2; связаны съ полярными координатами по услов1ямъ 
(350), (351) и (352) следующими зависимостями: 

1 ^ гдЬ — а 

р сое & ^^ р 

Отсюда виро, что со8 ^ ж 1;д^ при изм^ненш угла '8- на величину 217 
будутъ принимать прежн1я значешя. Поэтому, если уравнен1е (353) на- 
писать такъ: 

— = -4 сое О 4- 5 С08 &. ^ф + С , 

р ' -^Т П С08 (^ 

то, при Н8м1^нен1и '8- на величину 21С, -- не принимаетъ прежнихъ зна- 

ченШ, ибо въ посл'Ёднемъ член']^ является множитель в . Сл'Ьдователь- 
но, если С не взято равнымъ нулю, то съ каждымъ оборотомъ около 
центра скоростей векторъ, проведенный изъ него къ точк'Ь на самооги- 



л== 
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баекой, постоянно возраетаетъ вп постоянно убываетъ, Ч1 
признаюнъ ДНН1Й спирахьнаго характера. 

За1гЬт1нъ еще, что подробное выражеше но»фф1Ц1ент 
въ первоначадьныхъ козффищентахъ: 

„ _ ( 01. - РЩ)\/- (Л. - Д^)' - 4Д/Л 

показываетъ, что ^ и Л ногутъ игёть всяки зяачен]я, пои 
и отрнцатеаьныя. 

Вводя въ уравнение самоогибаеной окончательно поаяр! 
наты, ноаучинъ его въ ыгЬдующемъ в1д1ё: 

р ^ ^ 

гд1 2>, Е, Е, О, к, •{ ш?! выражаются черезъ первоначажы 
Ц1енты сжЬдующЕкъ образокъ: 





-=^^' 






---^' 


„ _ А - Л', 
ж, ' 




М,+ 1, 


2М, 


У- 


-(^-л?.)»-4Л(;4 


Т • у_(Х,_м.). 




8 — А 


ь,^м. 



Джя выяенен1я характера сонрашвыхъ ин1Й аакЬтиш 
пороренное выравен1е въ уравненш (354) никогда не обр 
нуль благодаря усдовш (349); поэтому, при достаточно бол 
лЪ оборотовъ, поел^^дшй членъ въ знаненател^Ь уравнения (3 
постоянно оставаться больше суммы двухъ первыхъ член) 
торъ р, сохраняя Еонечныя значен1я, будетъ убывать съ ка 
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ротомъ. Онъ обратится въ нудь при безконёчно большоиъ чисдЪ обо- 
ротовъ; ед1Ьдоватедьно центра скоростей служите ассимптотиче- 
скою точкою для всгьхб самоогибаемыхд. Одна изъ самоогибаекыхъ, 

« 

соответствующая значенш произвольной постоянной 

обращается въ прямую дишю. Очевидно, что эта прямая есть ось ско- 
ростей, т. е. пересечете об^ихъ основныхъ плоскостей. 

88. ПримЪръ системы самоогибаемыхъ лииМ для случая, ногда 
двЪ основныя плосности миимыя. 

Для нагдяднаго изображешя того, какъ распределяются самооги- 
баемыя линш въ основной плоскости, возьмемъ следующ1я значен1я ко- 
эффицхентовъ: 

Тогда въ уравненш (354) будемъ иметь 

П=1, Е = 0, Р^1у = 0, Л = 1, 7 = 1; 8 = 0, 
и уравнеше (354) принимаетъ видъ: 



(355) Р = 



С08 д -|- Се 



Чтобы получить все эти спиральный линш, нетъ надобности давать про- 
извольной постоянной с все возможный значешя отъ — оо до Н* ^^ • 
Если разсматривать сначала только положительныя значешя С, то до- 
статочно взять И1ъ отъ какого-нибудь 

с=а 

до 

(7= С,в*«; 

тшъ какъ точки спирахн, Д1я которой 
совпадаютъ съ точками другой спирали, для которой 
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еел1 раз(;матр1вать значен1а аргумента 6- на 2'71 
щиъ. 

Прежде ч1111ъ выбрать сообразво съ атимъ на1 
д1иы для С, ваМтпъ сл1&дующее свойство разенатр 
Кривая уходитъ въ безконечность при значен1яхъ ^, 

С088 + Се*=0. 

Каждому аначевш ^ соотв1Ьтвтвуетъ оро такое значе! 

С=— сояв.в"*.. 

Ео ес1н рвзснатривать только одинъ оборотъ овол 
точки, напр. отъ -Э-^О до #=2х, то для С суще 
значеше, при переход^Б черезъ которое векторъ р В1 
не обращается. Очевидно, что р нохетъ обращатьс 
(вогда О ■< * < 2тс) при С= О и при достаточно ма 
11ред11ьнае значеше для С ны нолучимъ, опредЪлнвъ 

/(8)=«— совв.6"* - 
для аргухентовъ 

0<:»<2я. 
Этоть шааштт будетъ единственный, а именно I 

и соответствующее втому значвн1е для С будетъ: 
С=-сов(-^5г).в~*" = 0,06694676 

Итакъ те кривыя, для которыхъ С заключается нея] 
удаляются въ безконечность при вЪкоторыхъ звачевй 
ея между О и 1%. Крнвыя, для которыхъ 



С>0,0 



при утихъ значешяхъ аргумента въ безконечность не 
удаляются въ безковечность для н'Ьвоторыхъ отрвцате 
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находящихся между — 21С я 0; ибо кривая, для которой (7^0,0669..., 
еовпадаетъ еъ некоторою кривою, для которой С<[0,0669..., на осно- 
ванш замЪченнаго выше. Эти вначешя С тоже им^ють предЬдъ, ко- 
торый мы найдемъ, опред'Ьдивъ шаошпиш функщи (356) для Я-, за- 
ключающихся между — 21С и 0. Этотъ талгшшп будетъ при 



» = — т« 

4 



И будетъ равенъ 



-к ая 



008{ — ^'к).е^ =0,0669 ^ 



Продолжая эти разсужденхя дальше, мы найдемъ, что при значен1яхъ 67, 
заключающихся въ предЬлахъ между 0,0669... . е^ и 0,0669... .в*^ по- 
лучаются кривыя, который удаляются въ безконечность при значешяхъ 
аргумента, заключающихся между — 21С и — 41С, и т. д. 

Такимъ образомъ всЬ положительный значен1я С можно разбить 
на группы, разделенный между собою значеньями 

19 11 3 5 13 

■~т^ "Т" -т'' Т'' Т" 

в в в в в 






У2 У2 У2 У2 У2 

и достаточно разсмотрЪть значенья С, заключающ1яся между двумя ка- 
кими-нибудь смежными членами предыдущаго ряда^ чтобы получить всю 
систему спцралей, соотв^тствующихъ положительнымъ значенхямъ этого 
параметра. Ввиду этого пределами для С возьмемъ 

3 бп 

^-=- = 0;0669 и -1^:-. = Зб,8 

У2 ' У2 ' 

По предыдущему кривыя, соотв'Ьтствующья этимъ двумъ значешямъ па- 
раметра С, совпадаютъ въ одну кривую, которая и изображена на чер- 
теже. Она состоитъ изъ спиральной лиши ОЛ, уходящей въ безконе- 
чность и которую мы получимъ, изм'Ьняя с отъ -[- оо, соотв^тс^гвую- 
щей ассимптотической точкФ, до ноложительнаго (7, удовлетворяющаго 
уравненио 
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С08 О + -= е ~ ^ '^ = О, 

И изъ ряда отд^льныхъ ветвей ВС, ВЕ, .... уходл 
нечвоить ирп другвхъ, отрицательыыхъ р'ЬшенЁахъ го 
Эти в*твн, съ у11еньшен1емъ аргумента ^, безиред^льн' 
къ совпаден1ю съ осью скоростей, МК, проходя около 
то еъ той, то съ другой стороны. Беря для С возрастав 
выбрашыкъ наии предЪлахъ, мы получинъ крввыя тако] 
состояиЦя изъ спиралей и изъ отд'!ёльныхъ вЪтвеЙ. За 
соотвЪтствующихъ изм'Ьнен1ям'ь аргумента ■Э- отъ (I до \ 
шемъ С постепенно уменьшаются, а при С = 35,8 
въ еовпаден1е съ ОА. Эти спирали изображены на че; 
ющихъ значен1Й С: 

т,\, \, 1. 2, 5, 10, 20. 

Первая изъ в1^твей этихъ кривыхъ, соответствующая 
значен1ямъ аргумента, проходить между осью скоросте 
т1&нъ ближе къ посл1Ёдней, ч1&нъ больше зцачен1е С, 

ВСа^а С = 35,8 Вторая изъ в*твей, находяи 

сторону отъ оси скоростей, т4мъ дальше отъ нея, ч-Ь! 
при С = 35,8 .... вся леяитъ въ безконечности. (] 
заполняютъ собою промежутки между соотв11Тственны1 
вой, для которой С = 0,0669 .... На чертеж* изо1 
в*тви для С, равнаго ^, 1, 2, 5 и 10, и вторыя в*твн 
2, 5, 10 я 20. 

Кривыя, соотв1^тствующ1я отрицательнымъ эначе: 
С, намъ разснатривать отд1аьпо не нужно, ибо, какъл< 
вривыа совпадаютъ съ предыдущими. Действительно, п; 

С=~С', 

тц% С положите1ьное. Тогда можно уравнение кривой 
вить въ такомъ вид'Ё: 



Р =- 



— сойЬ+ Се 
или, положввъ 

о = 8' -|- и, 
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-89^ 



Ч 
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\ 



\. 



А 



\ 
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т. е. изм']^нивъ направлеше оси полярныхъ координатъ на два прямыхъ 
угла, 

1 



Р = — 



^>'' 



созЬ'^ (7'е^е 



(357) 



Принимая во вниман1е, что перем'Ьна знака у вектора полярныхъ коор- 
динатъ показываетъ, что онъ долженъ быть откладываемъ въ направле- 
Н1И протквуположномъ тому, которое определяется соотв-Ьтственнымъ 
аргументомъ, и что мы изм']^нили направлеше оси полярныхъ координатъ 
на противуположное, мы и видимъ, что кривыя (357) совпадаютъ съ 
кривыми 

1 



Р = 



те Л 



сое» 4- С"е"е 



т. е. съ кривыми, раньше разсмотр-Ьнными. Соотв-Ьтствующхе другъ 
другу параметры связаны при этомъ только услов1емъ 



С" = Ов''. 



В. Объемное р€1сшярен1е коллине€1рно-из»'Ьняемои системы. 

89. Известное свойство однородно-изм-Ьняемой системы, — что объ- 
емное расширен1е ея происходитъ одинаковымъ образомъ во вс']^хъ ея 
точкахъ, — уже не им-Ьетъ мЬста въ общемъ случа* движен1я коллине- 
арно-изм^няемой системы. Чтобы объемное расширеше этой посл'Ьдней 
системы опред'Ьлить, обратимся къ изв']^стной формул1^, по которой опре- 
Д'Ьляется изм'Ьнеше объема какой-либо непрерывно-изм1^няемой системы 
въ функщи начальныхъ координатъ: 



ЙГ = 



дх 
да 

дх 

Ж' 

дх 



да 

дЬ 

ду_ 
дс 



дг 



да 

дг 
дЬ 

дг 
дс 



йа дЬ Ас, 



(358) 
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По формудамъ (5), подоживъ для краткости 



(359) 



аа + рЬ + Т^ + 1 = ^? 



можно написать: 



дх 



да 



ду _ 



да 



_д2 
да 



л. 




ах 




р 




А 




ау 




р 




А» 




аг 



дх 
'дЬ 



ду 

> 



Вх — За; дх 

ГТ-* — > 



_ Сх — та? 
"~ Р ' 

_ <^2 — ТГУ 



дЬ 



дг_ 
дЬ 



дс 

Вг-^У ду_ 
Р ' дс 



Да — рг . _дг__ Сз — -уг 
Р ' дс ~ Р ' 



Поэтому формула (358) даетъ: 



йУ 





А^ — аж, А^ — (хуу А^ — аг 


1 
рз 


в, - ^х, Б, - Ру, Бз - Рг 




<^1 Т«; С'г ЧУ, <^з Т« 



йаЛЬйс, 



Разлагая определитель на сумму восьми определителей и замечая, что 
четыре изъ этихъ определителей обращаются въ нуль, имея одинаковые 
вертикальные столбцы, получимъ: 









А^у А^, А^ 



X 



а, А^, А^ 




% ^2? ^В 


+ г^ 


7; ^2? Сз 





а, Аг, ^ 

Ъ ^7 ^8 



— 2 



а, Аху А^ 
Ъ Си С, 



рз 



1, X, у, г 



Подставимъ сюда вместо х, у, г ихъ выражен1я въ начальныхъ коорр- 
натахъ по формуламъ (5) : 
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<гг 1_ а, А^, А^ 

ъ <Л. с;, 

Еслв разложить этотъ оаред1^втель по эхенентанъ ве 
составить коэффицЁенты ирн координатахъ а, Ь, с, то а 
эти коэффицЁенты равны нулю, тзкъ вакъ состоять изъ 
н)|1Ёющякъ по дв'Ё тождественныхъ горпзонтальпыхъ С1 
образонъ остается только опред1&литель, не содерпао 
а, Ь, с, и мы получаемъ посл'ё перестанововъ въ вемъ э. 
м'Ънен1я Р его выражен1енъ (359): 



>1У 1 

<гГ„ {а« + РЬ + тс + 1)* 



А, А, А, 

■Вц Д, ^а> 

с„ с\, а,, 
д, А, А, 



Эта формула показываетъ, что токе самое изМ'Ьненхе О' 
произошло около точки (а, Ь, с), произошло н около вс1 
которыхъ въ данный моментъ 

па -^ ^Ь -\- "^с. ^ пост. 

Если представить себЪ пе{№Н'Ьшен1е коллинеарно-вз1 
мы произошедшинъ такинъ образомъ, что сначала она I 
раздвиган1е 



ч = 
с = 



аа 4- РЬ + -(С + 1 

Ь 

ао + рЬ + тс + 1 ' 



аа + рЬ 4- ^с + 1 
а потокъ пере1('Ёщен1е однородно-изн^няеной системы 
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ТО можно сказать: щи движенги коллинеарно-измгьняемой системы 
частицы, для которыхё объемное расширете, произошедшее въ ип»- 
который конечный промежуток^ времени, одно и то-же, лежа- 
ли вд начальный моментъ вь плоскости, перпендикулярной кб на- 
правлент раздвигангя. Такимъ образомъ въ каждый моментъ су- 
ществуетъ система иараллельныхъ между собою плоскостей, въ кото- 
рыхъ частицы им'Ьютъ одинаковое объемное расширеше. Съ перехо- 
домъ отъ одной изъ этихъ плоскостей 

(362) аа + рЬ + -(С 4" 1 = Л 

къ другой, къ ней безконечно-близкой 

(363) аа + рЬ + тс + 1 = А + 8А, 

объемное расширен1е м'Ьняется; и это изм'&нен1е, д']^ленное на объемное 
расширен1е эъ первой плоскости, какъ легко вид']^ть изъ формулы (360), 
обратно-пропорц10нально величине к и прямо-пропорц10нально разстоя- 
Н1Ю между плоскостями (362) и (363). ДМствительно, мы им'Ьемъ, 
означая черезъ ЛУ элементъ объема въ плоскости (363), им^вшШ пер- 
воначально величину с1У^: 

йУ 

\ _ _Ш 
~ к 

Съ другой стороны разстоян1е между плоскостями (362) и (363) 

8П = г-1 

следовательно 

ау — аг ,/ Ы 



ау 




йУ 
ЛУо 


■ 


ау 
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Зд4сь У а' + р* + 7* представляетъ величину рав 
Дэл'Ёе формула (360) еще показываетъ, что 
во вс1&1ъ точкахъ волдвнеарво-изн1Ёняемой системь 
моментъ одинъ в тотъ же знавъ, такъ какъ опре 
отъ коордннатъ, а другой множитель существенно 



С. Формулы, который МОГуТЪ служить ДЛ1 

ш новерхносте!, 11р1иарежащ1хъ коллян 
смстем'Ь. 

90. Формулы, прнломкмыя къ яаной-либо 
мой системе. 

ИзученЁе какой-либо поверхности авалитическ 
какъ известно, главныхъ образонъ къ изучен1ю ] 
стей между частными производными 

^•— да' ^^ ~ дЬ ' '^'>~ да■^' '<* ~ д, 

фунвцш/(а, Ь), которая опред*ляетъ собою уравн 

с -/К 6). 

Мы будемъ въ С0СТОЯН1И решить вонросъ объ изм1 
новерхностн, такъ и разлнчныхъ другихъ элементов 
геометричеек1я свойства, если будемъ знать, какъ 
н1енъ времени вышеприведенный частныя ироизво; 
д1аен1я мы им1Ьемъ теперь ус^ов^я: 

Да ^ рйх ~\- дЛу, 
й^ = гйх^ + 2«Ах в,у + ьЛу^ -\- 

Прин1мая ВО вниман[е эти ураввен1я, ураваенЁе (Э 
хенк (1), мохемъ написать: 
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(366) 



их = 



йу = 



^йа + -|-йЬ+^(ро(га + 2.^Ь), 



^Л 



дЛ 



'^ + Ж^^ + ^^Р'^'^ + 2" ''^)' 



да 



^/•: 



<)/з 



'^^ = д^'^'* + Ж '^^ + "^ ^^^ '''* + '^' '^^^ 



Время ^ мы считаенъ при этомъ постояннымъ, разсматривая по- 
.10жен1е поверхности для одного опред'Ьленнаго момента. Подставивъ 
(366) въ (365) и сравнивая отд'Ьдьно коэффнщенты при скт вЪ, что 
можно сд'1лать, потому что с2а и с^ произвольны, — получнмъ два урав- 
нешя для опред1иешя р ъ ^•. 






^/ 



3 



дс 






Отсюда, положивъ 



(367) 



Х>„ = 
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О,. = 
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находимъ: 



233 



Р = 






28 



Я. = 



12 



п 



81 
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12 



Для опред'Ьлетя г, в, ^ имеются зависикостй: 

с?р = гс1х -\- вЛуу 
Л^ = вЛх -|- йу, 

который, подобно тому какъ это сд']^лано выше, можно зам1^нить сд'Ь- 
дующими: 

Сравнивая отдельно коэффшценты при длидЬ т, каждонъ изъ урав- 
нешй и полагая 



А.. = 



А.. = 
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др 


др 


др 


да' 
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дА 
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дЛ, 


^Л 
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получимъ: 
(370) г = 



В 



м. . _ 



в 



Ву 



8 



>>« 



А 



Аз 






Аз 



При помощи зависимости (364) р, д, г, з, I могутъ быть при этомъ вы- 
ражены только въ функцш а, 6 и времени. 

Пользуясь найденными формулами, можно выразить деформирован- 
ную поверхность въ зависимости отъ начальныхъ координатъ и такимъ 
образомъ опред']^лить изм']&нен1е какой угодно конечной части поверхно- 
сти, произошедшее въ конечный промежутокъ времени. Зам'Ьняя для 
этого въ интеграл'Ь 



(371) 



^=±//У1 +1>^ + 2^ ЛхЛу, 



взятомъ между заданными пред'Ьлами, перем'Ьнныя х, у начальными ко- 
ординатами а и 6, по формуламъ (368), получимъ: 



в 



гд'Ё в функщонадьный опред'Ьлитедь 



2> = 



да 



дЛ д/. 



дЛ 



+ ^« дс ' "дЬ + ^« дс 



дЛ 



^2 г_ «Уг ^2 г 



но ОЕъ очевиро равенъ — ^)| , ; поэтому 



(372) 



8 =± II Ув„^ + Х>,1* + А»* <^<», 



гд1^ пред1^ды интегрировашя опред1Ьляются т1Б11ъ-же контуронъ вакъ и 
ВЪ интеграл']^ (3*71), но только въ его начальномъ положен1и. 

91. Приложете предыдущихъ формулъ цъ ноллинеарно-изм-Ьняе- 
мой систещ-Ь. 

Такъ какъ деформац1я и изм-Ьнеше величины поверхности обусло- 
вливаются только „чистою деформацхей", то достаточно взять уравне- 
н1я, опред']^ляющ1я раздвиган1я и удлинен1я системы. Предполагая, что 
разриган1я предшествуютъ удлинешямъ, можно взять формулы (361) и 
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такъ-что уравнешя движен1я будутъ сл*дующ1я: '). 



X 



аа 



+ рб + Т" + 1 ' 



^ аа + рЬ + 7с + 1 ' (^^^^ 

аа + рб 4- 7^ + 1 ' 

Прилагая къ этимъ уравнен1ямъ формулы (367), получимъ: 

^" = («а + рь1}-\с + 1)» ^^" ^"" + ^^ + *" аЬ - ас ], 
^« = (аа + ^'^\с + 1)3 ^^о Р« + ?. (рЬ + 1) - Рс ], (374) 

^" "" («а + рь +\с + 1)« ^^' ^" + ?« ТЬ - (тс + 1) ]• 

Чтобы составить выражешя (369), опред*лимъ^, %'%^%^%'%- 
Мы теперь должны принять 

да 



/др\ , ^ _1_ ^ в 

дЬ ~\.дЬ;-^ дро "^" д^о " 



др /др 



(!)• 



причемъ ^— ^ , ^-^^ и (^^ выражаютъ частныя производный 



по 



« 

*) Хотя зд^Ьсь предполагается, что главныя удлинешя происходятъ 
постоянно по осямъ Еоординатъ, но Формулы (373) представляютъ тЬмъ не 
мен1^е обпц& случай чистой дсФормацш Еоллинеарно-изм'Ьняемой системы, 
ибо направленЕС раздвигатя не совпадаетъ ни съ однимъ изъ направлешй 
главныхъ удлинешй. 
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а, Ь, с, входящимъ явнымъ образомъ въ выраженхе цм р ж члены 

др др 

дс^^^^'дс ^® отброшены, потому-что при вывод* фориулъ (369) произ- 

др 

водная -^ написана отдельно. По формуламъ (368) и (374). 

Е^ ро (аа -{'" 1) Ч" ?о "^ — " ^ 

^1 Ро ^а + ?о Т* — (тс + 1) ' 

(375) 

Дз 1>о рД + !?о (РЬ + 1) — Р^ 
Е^ Ро та + «о Т* — (тс + 1) ' 

Отсюда 

^ _ ^ (1>о + ^рЬ) (« + ТРо) + ^0 («Д -" тЬ?о + тс + 1) 

^ ^2 [рот« + готЬ — (тс + 1)]' 

(376) ^ = :^ (?о + Щ (а + ТРо) + ^о («Д — Т^^о + Т^ + 1) ^ 
йЬ -^1 [2>о т» + ЗоТ* — (тс + 1) ]* 



^^_^ , « + Т.РО 

дс Е^ [ро та + ?о тЬ — (тс + 1) ]* ' 

Полагая для сокращен1я 

аа + р6 + тс + 1 = ^, 
а + ТРо = Л Р + Т?о = В, 

МОЖНО формулы (376) такъ представить : 

др ^ Дв Л(ро + 8оЬ) + (Р— ЬД)Го 

()а ^^?1 (аЛ + ЬБ — Р)» 

др^ Да ^ (д^а + Щ + {Р— ЬВ) 8о 
дЬ Е^ (аЛ + ЬБ — Р)2 

др _ Е^ А 



дс Е^ (аА-^ЬВ^Р)^ ' 



Подобнымъ-же образомъ выразятся ^ » "^ и -^ . Поел* этого по фор 
муламъ (369) и (373) получимъ: 
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^^ _ Ез {аВ (Р—ЬВ) п + [аВ.ЬЛ-{-(Р—аА) (Р—ЬВ)] 8о-\-ЬА(Р—аА) *о) 
'•'~ Р» {аА -^ ЬВ — Р)^ 

„ _ Е,Ез [ (Р — ЪВ)^ Го 4- 2ЬА (Р — ЬВ) <» + (ЪА)» % ] (377) 

'* Е^ Р^ (аА 4-ЬВ — Р)* ' 

п _ -Е'» Дх [ (аД)" г» + 2аД (Р — а А) Яр -\- (Р — аА)^ <, ] 
'•' ' Е^ Р« {аА -^ЬВ — Р)« ■ 

Наконецъ по форкуланъ (370), (374) и (377): 

г == 

~^- М+ЬД-Р)» ^^^~ *^*'*'' + 2 (Р-ЬБ) Ь^о +(Ь^)» М, 



_ ^. 



^5?1^5?, ■ (а.4+ЬД— Р)» 
X {а -В (Р— ЬБ) Го + [«5 . Ь ^4 + {Р—аА) {Р—ЬВ) ] «о+Ь4 (Р— аЛ) ^о} 

г = 

92. Н'Ьиоторыя пр|1ложеи1я предыдущихъ форяулъ. 

Изъ чиела разяичныхъ придожешй, которыя ногутъ им'Ьть эти фор- 
мулы, выберемъ С1'Ьдующ1е два простыхъ вопроса. 

I. Можетъ-1и деформац1я однородно-изм'Ьняемой системы происхо- 
дить такимъ образомъ, чтобы величина всякой произвольно выбранной 
части поверхности^ составленной изъ точекъ этой системы, оставалась 
постоянною? 

Это можетъ вообще говоря быть только тогда, когда подъинтегральная 
функц1я въ формуле (372) тожественно равна 1/1 -|- р^^ -^ ^^2; потому- 

что какую-бы часть поверхности мы ни выбрали, мы должны, определяя 
величину ея въ начальномъ положенш по формул'Ь 

;8о = ^^ ут^гр^п? ^ ^7 (379) 

и въ какомъ-либо другомъ положенш по формуле (372), взять одни и 
тк'ЖЬ пред'^1Ы интегрировашя; такъ какъ формула (372) отнесена къ 
начальнымъ перем1Ьннымъ. Мы поставили услов1е, чтобы произвольно 



(378) 
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выбранная часть поверхности не м'Ьняда своей величины; следовательно 
интегралы (379) и (372) должны быть равны при всякихъ пред']Ьла&ъ 
интегрирован1я. А это возможно только, если подъинтеградьныя функ- 
цш тождественно равны. 

Для однороро-изм'Ьняемой системы, подверженной чистой дефор- 
мацш по осямъ кооррнатъ: 

Сл'1^довательно должно быть тождественно выполнено услов1е : 

Е.'Е.^Ро' + ^^^1 V + ^1 '^2" = V + Зо^ + 1. 

Если р^ и д^ произвольно заданный фунвщи координатъ а, Ь, то это 
тожество требуетъ, чтобы 

Е^^Е^^=1, Е,^Е,^ = 1, Е,^Е^^ = 1', 
а это равносильно услов1ямъ: 

Итакъ поставленное условхе для одпороро-изм'Ёняемой системы можетъ 
быть выполнено (если р^ и ^^ суть об* функции координатъ а и 6) 
только такимъ образомъ, что система вовсе не претерп*ваетъ изм^нешй. 
Если-же одна изъ величинъ р^, ^^ отъ координатъ не зависитъ, 
то поставленное требование можетъ быть выполнено и съ сохранешемъ 
изм-Ьняемости. Пусть напр. р^ постоянное; означимъ его черезъ Р^. 
Услов1е 

Е^^Е,^Р,^ + ^з'ДЧ + А'А' = ^о' + Зо' + 1 

должно быть выполнено при всякомъ значенш д^ ; а потому 

(380) Е^'Е,^ = \, 

(381) (^а'^з' — 1) ^^о' + А'А* — 1 = 0. 

Такимъ образомъ теперь одна иаъ величинъ Е^, Е^, Е^ можетъ быть 
задана произвольною функщей времени и система можетъ оставаться 
непрерывно-изменяемою. Какъ известно, р^ постоянно для цилиндри- 
ческихъ поверхностей, производящ1я которыхъ параллельны плоскости 
{г х)\ точно такъ-же ^^ постоянно для цилиндрическихъ поверхностей, 
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производящк которыхъ параллельны плоскости (уг). А именно въ пер- 
вомъ случа'Ё мы должны принять 

а во второмъ случа* 

Итакъ формулы (380) и (381) показываютъ, что при перем1^ще- 
нш однородно-изм']&няемой системы всякая часть поверхности, составлен- 
ной изъ ея точекъ, сохраняетъ между прочимъ свою величину, если бу- 
дутъ выполнены сл'Ьдующш услов1я: 1) поверхность должна быть 
цилиндрическая; 2) производящ1я ея должны быть параллельны одной 
изъ плоскостей главныхъ удлиненШ; 3) произведете удлинен1й въ этой 
плоскости должно быть равно единиц'^; 4) трет1е удлинен1е должно на- 
ходиться въ сл'Ьдующей зависимости отъ первыхъ двухъ: 

гд* а уголъ производящихъ поверхности съ плоскостью главныхъ удли- 
ненШ (Д,Д). 

Понятно, что всякая плоскость можетъ быть разсматриваема какъ 
цилиндрическая поверхность; поэтому и къ ней приложимы предыдущ1я 

УСЛ0В1Я. 

Въ частности, если произворщ1я параллельны одному изъ глав- 
ныхъ удлинешй, последнее услов1е будетъ проще: тогда 

и поэтому 

Е^^Е^^ = \, Еу^Е^ = \', 
откуда 

^2 = ^3. (382) 

Следовательно условхе (4) можно заменить сл'Ьдующимъ : удлинен1я въ 
плоскости, перпендикулярной къ производящимъ цилиндрической поверх- 
ности, должны быть равны. Такимъ образомъ наприм. однородная по 
плотности, тонкостенная цилиндрическая трубка съ круговымъ попереч- 
нымъ с'Ьчен1емъ и постоянною толщиною станки не можетъ, оставаясь 
системою однородно-изм1ьняемою, деформироваться въ трубку съ эллип- 
тическимъ поперечнымъ с*чен1емъ и одинаковою съ прежнею трубкою 
величиною поверхности; ибо въ противномъ случа* условхе (382) не 
было-бы выполнено. 
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П. Идв1^бтно, что линейчатая поверхность, составленная изъ то- 
чекъ кодлинеарно-изм']^няемой системы, всегда остается линейчатою^ Спра- 
шивается, мохетъ-ди неразвертывающаяся поверхность сд'Ьлаться раз- 
вертывающеюся и обратно. 

Услов1е, чтобы линейчатая поверхность была развертывающеюся, 
состоитъ, какъ известно, въ томъ, чтобы 

(383; н — 8^ = о. 

Обращаясь къ формуламъ (378), мы находимъ: 

(384) п-в^ = ^, ___^___ (г. е, - V) 

и ^идимъ тавимъ образомъ, что если для мЬть точекъ начальной по- 
верхности 

^0 ^0 — V = О, 

то и посл'Ь деформацш услов1е (383) будетъ выполнено, если только Р 
не равно безконечности или аА 4- ЬВ — Р не равно нулю. Но ни то 
ни другое вообще говоря не возможно, такъ какъ при 

вс^ точки системы сливаются въ одну точку, а сл']&довательно и данная 
поверхность перестаетъ существовать. Бторое предположеше, 

(385) аЛ + Ь5 — Р=0, 
равносильно сл']&дующему: 



ТГ = 



^Ро + *го — ^ • 



Но у не зависитъ отъ координатъ; поэтому услов1е (385) приводитъ къ 

УСД0В1Ю 

(386) ар^ 4" Ь?о — ^ = пост., 

т. е. чтобы данная поверхность была коническою. Но коническая по- 
верхность въ коллинеарно-изм'Ьняемой систем'Ь всегда остается кониче- 
ской. Действительно, если существу етъ уравненхе (386), то будетъ су- 
ществовать услов1е 
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ау + 3^ ^ 2 = »1 



Въ этонъ ложно у&Ёдитьсн, подставивъ сюда выраж«н1; 

Итакъ, развертывающаяся поверхность всегда оста 
ющеюся. Отсюда можно заключить, что я обратно, ее. 
нейчатая поверхность не была развертывающеюся, Т1 
обратиться въ развертывающуюся; потому-что, есл1-( 
южно, то при приведении системы обратно въ первоиач; 
эта развертывающаяся поверхность обратилаеь-бы оля' 
невозможно но доказанному выше. 

Понятно, что всЪ эти разеуяден1я относятся и 1 
мйялемой систем*; для нея уравнен1е (384) им4етъ 
стой видъ: 



П0Л0ЖЕН1Я. 



1. Кинематику коддинеарно-изм'Ьнявмо& системы можно разсматри- 
ватькакъ такое наиболее возможное обобщение кинематики неизм'Ьняеиой, 
лодобно-изм'Ьняемой и однородно-изм'Ьняемой системъ, при которомъ 
юсновныя кинематическ1я свойства этихъ тЬдъ еще сохраняются. 

2. Характерный для кодлинеарно-изм'Ьняемой системы параметръ 
деформацш, раздвтанге, аналогиченъ по своимъ свойствамъ другимъ 
кинематическимъ элементамъ. Напр. раздвигашя съ общимъ центромъ 
'Слагаются по закону геометрическаго сложен1я; параллельный раздвига- 
Н1Я слагаются аналогично тому, какъ угловыя скорости около паралледь- 
лыхъ осей. 

3. Составное перемЁщенхе коллинеарно-изм'Ьняемой системы, по- 
лученное отъ двухъ посл'Ьдовательныхъ конечныхъ раздвиганШ, зависитъ 
отъ того, въ какомъ порядк'Ь эти раздвиган1я производились; но вл1ЯН1в 
порядка слагаемыхъ раздвиганШ исчезаетъ, если ихъ совокупность даетъ 
опять простое раздвиганхе. 

4. Одно изъ существенныхъ отличШ коллинеарно-изм^няемой сис- 
темы отъ системы однородно-изменяемой состоять въ томъ, что скоро- 
сти удлинен1й векторовъ зависятъ нетолько отъ ихъ направленШ, но 
также отъ ихъ длинъ и положен1й относительно центра раздвигашй. 

5. Для того, чтобы „однообразное движете" (§ 10) коллинеарно- 
изм'Ьняемой системы было установившимся, нужно, чтобы траекторгя 
„основной точки" (§ 10) была такого-же вида, какъ самоогибаемыя 
кривыя въ общемъ случа'6 движен1я коллинеарно-изм'&няемой системы. 



■оа 1и(*гЕ#т ■ во вжау-авбухь "■ уник *^^ 

въ «4тм 1е>ор1«ш «поро1н-ахжким«| я 
Е0ЛЖ4 аживпн. 

8. Ламш /а■»&г1•^«е11и жь цахспж сжп! 
теяы 1гравтъ жув-хс р«А. вшг вавтмш л 

11<и<»«Я1« псте1Ы шолтм въ ткям екая п 

ныть Г1п«>ъ. ^ш■xевк сот<:^«т ояредЪлпчл 
тяа, врертшаеп итермям приожеюг п( 
гАыыЕЛ п шпевашЬ. Хешгеляо. л«ба 
>ш^ |р«и «два затроаупи (Б1ет ппЛ Ые, Ы 
был разработаны въ бодывеа попотй. 
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